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Predmluva

Krok od zékladniho kurzu mechaniky (Obecné fyzika I) k pokrocilejsim kapitoldm nebyva
zpravidla viibec snadnym. Dtivodem je predevsim fakt, ze porozumeéni latce probirané v nava-
zujicich pfedmétech (Teoretickd mechanika a mechanika kontinua, Obecna fyzika III) vyzaduje
zvladnuti mnohych oblasti z matematické analyzy, které jesté nejsou zcela zazity nebo jsou do-
konce teprve paralelné vyucovany. Ukazuje se vsak, ze i samotné hlubsi znalosti matematickych
vét a dikazti nemusi poskytovat zaruku snadného proniknuti do ,vyssich pater mechaniky.
I neustalé prenéaseni abstraktnich matematickych kategorii hojné pouzivanych v diferencial-
nim a integralnim poctu (napi. funkce, parcidlni derivace, diferencial, funkcional a mnoho
dalsich) do ,svéta“ mechanickych soustav a zase zpét vyzaduje urcitou zrucnost, kterou je
tfeba postupné ziskavat.

Za timto ucelem bylo sepsano velké mnozstvi knih a ucebnic o pokrocilé mechanice. V ces-
kém prostiedi jsou to predevsim knihy M. Brdicka, A. Hladik: Teoretickd mechanika. Aca-
demia, Praha 1987 a dale M. Brdicka, L. Samek, B. Sopko: Mechanika kontinua. Academia,
Praha 2005. Inspirativni je téZz publikace J. Kvasnica, A. Havranek, P. Luka¢, B. Pospisil:
Mechanika. Academia, Praha 2004. Zajimavé tlohy (nejen) z teoretické mechaniky jsou vy-
lozeny v knize P. Kulhanek: Vybrané problémy z teoretické fyziky. AGA, Praha 2016. Nemohu
nezminit téZ i uéebnici, jejiz autor byl mym ucitelem a pozdéji i kolegou: M. Macur: Uvod do
analytické mechaniky a mechaniky kontinua. VUTIUM, Brno 2010.

Zahrani¢ni literaturu zaméfenou na pokro¢ila az velmi pokrocild témata (nejen) z mecha-
niky predevsim reprezentuje Teoreticky kurz fyziky autort L. D. Landaua a E. M. LifSice.
Z puvodni rustiny byl pfeloZzen do mnoha jazykt, samoziejmé angli¢tinu nevyjimaje. Dily,
které pokryvaji rizné oblasti klasické mechaniky, jsou: L. D. Landau a E. M. Lifshitz: Me-
chanics, Theory of FElasticity, Fluid Mechanics. Course of Theoretical Physics. Elsevier 2010.
Velmi uziteCnd ucebnice zamérend na kmitani a vlnéni byla téz prelozena i do cestiny: 1. G.
Main: Kmity a viny ve fyzice. Academia, Praha 1990. Jisté by slo takto pokracovat ve vyctu
jesté dlouho.

Ptes tuto obsahlou nabidku velmi kvalitni literatury postupné zacala pfi vyuce ve 2. roc-
niku oboru Fyzikalni inzenyrstvi a nanotechnologie vznikat potfeba pripravit studijni material,
ktery by svym pristupem mohl pfeklenout ponékud citelny schod mezi zakladni literaturou
predmétu Obecna fyzika I, kterou je D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VU-
TIUM, Brno 2013, a uvedenymi pokrocilymi ucebnicemi. Obsah tohoto studijniho materialu
prubézné vznika jiz po mnoho let ptimo béhem vyuky a az teprve nyni je postupné sepisovan
v podobé predlozeného textu.

Autor byl veden snahou zalozit vyklad na tom, pro¢ nam dosavadni znalosti ze zakladniho
kurzu mechaniky nestaci a v ¢em spociva sila novych vypocetnich metod. Jednotlivé kroky
jsou jesté vice rozepisovany tak, aby bylo na prvni pohled zfejmé, k jakym tpravam danych
vztahll dochazi. Nechybi téz Sirsi komentare, proc je uvedeny postup vyhodny a k ¢emu vede.
Prestoze se predpoklada znalost latky ze zakladnich kurzti matematiky, predevsim diferenci-
alniho a integralniho poctu funkce jedné a vice proménnych, mnohé disledky vice ¢i méné
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zazitych matematickych vét jsou znovu vysvétlovany primo nebo v dodatcich. Metody in-
tegrace (soustavy) diferencidlnich rovnic, které nejsou v matematickych kurzech jesté zcela
probrany, se az na vyjimky nevyuzivaji. Je pouze pfimo uvedeno feSeni s tim, ze se ctenar
muze sam presveédcit zpétnym dosazenim o jeho spravnosti. V ¢astech, kde by prilisna obec-
nost znesnadnovala zadanou geometrickou predstavu o problému, se vyklad zuzuje na specialni
pripady.

Text zatim neni kompletni, jsou sepsany teprve prvni dvé kapitoly. Pfesto se autor domniva,
ze jiz i v této podobé by mohl byt pfi studiu spolu s dalsi doporucenou literaturou alespon
zcasti uzitecnym.

Kapitola 1 je ivodem do teoretické mechaniky. Zavadi se zde pojem zobecnéna souradnice
a detailné se probira, proc¢ je viibec vyhodné se zobecnénymi souradnicemi pracovat. Pak se
postupné prochazi jednotlivé vypocetni nastroje, pomoci nichz lze fesit mnohé tlohy z oblasti
pokrocilé mechaniky.

Kapitola 2 je zaméfena na kmitani. Na harmonickém oscilatoru se ukazuji podstatné vlast-
nosti tlumenych linearnich kmitd véetné kmit buzenych silami nejriznéjsich prubéhi. Jsou
téz detailné probrany anharmonické kmity a kmity sprazenych oscilatort.

V dodatcich jsou priblizeny nékteré z pokrocilejsich kapitol matematiky, napf. funkce vice
proménnych, komplexni ¢isla a funkce a téz i Fourierovy fady, kterym zatim béhem studia
nemohlo byt vénovano dostatek casu a které jsou zaroven nezbytné pro pochopeni matema-
tickych postupti pfi popisu chovani mechanickych soustav.

Dalsi pripravované kapitoly se budou tykat vinéni, teorie pruznosti a hydrodynamiky.

V Brné¢, 27. zari 2023 Radek Kalousek
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i-ta kartézska slozka rychlosti

J-ta zobecnéna souradnice

zobecnéna rychlost spojena s j-tou zobecnénou soutadnici
kineticka energie mechanické soustavy

potencialni energie mechanické soustavy

Lagrangeova funkce (lagrangian)

zobecnéna hybnost spojena s j-tou zobecnénou soutradnici
integral energie

Hamiltonova funkce (hamiltonian)

slozky tenzoru napéti

slozky tenzoru deformace

objemovy modul pruznosti

smykovy modul pruznosti

dynamicka viskozita
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Kapitola 1

Teoreticka mechanika

Budeme se zabyvat mechanickou soustavou sestavajici z N riznych hmotnych castic. Predpo-
kladame, Ze na tyto castice ptisobi sily majici sviij ptivod jak v télesech mimo danou mecha-
nickou soustavu, tak i v interakci mezi ¢asticemi navzajem. Ukazeme, jak lze popsat casovy
vyvoj stavu mechanické soustavy, a zformulujeme obecné principy, pomoci nichz mtzeme tento
vyvoj urcit.

1.1 Poloha, rychlost a pocate¢ni podminky

Pohybovy stav kazdé mechanické soustavy v daném okamziku lze jednoznac¢né urcit okamzitymi
polohami a rychlostmi kazdé jeji ¢astice. Tyto slozky budeme prozatim vyjadfovat v kartéz-
ském souradném systému. Protoze pohyb c¢astic sledujeme obecné v trojrozmérném prostoru,
poloha kazdé castice je popsana prislusnou trojici jejich kartézskych souradnic x3,_o, T3,-1 a
Z3n, kde index n oznacuje Cislem danou castici a nabyva hodnot n = 1,2,... N E] Vsechny
kartézské souradnice vSech ¢astic vsak miizeme téz oznacovat i pomoci indexu ¢, ktery zirejmeé
nabyva hodnot ¢ = 1,2, ...,3N. Okamzité polohy ¢astic v libovolném case ¢ jsou jednoznacné
urceny funkcemi
x; = x;(t) (t=1,2,...,3N)

a budeme je nazyvat kartézské souradnice. Dale je pohybovy stav mechanické soustavy jesté
urcen kartéezskymi slozkami vektori rychlosti, jez jsou rovny casové derivaci prislusnych kar-
tézskych souradnic, tj.

;= ' —1,2,....3N).
i = — (1 3N)

Pocatecni podminky

Jak vime ze zakladniho kurzu mechaniky, casovy vyvoj pohybového stavu mechanické soustavy
se Tidi pohybovymi rovnicemi, jejichz tvary budeme hledat pozdéji. Ty jsou reprezentovany
obecné soustavou diferencidlnich rovnic, v nichz vystupuji kartézské slozky zrychleni kazdé
castice, jez jsou definovany jako druhé derivace kartézskych soutradnic podle ¢asu

&2z
d;’ (i=1,2,...,3N).

!Napiiklad, ma-li mechanicks soustava N = 2 &astic, poloha prvni ¢astice oznadené &islem n = 1 je déna
jejimi kartézskymi soufadnicemi x1, xo a x3. Poloha druhé castice s Cislem n = 2 je urcena kartézskymi
soutadnicemi x4, T5 a Tg.
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V pohybovych rovnicich dale vystupuji veli¢iny popisujici riizna silova ptsobeni na kazdou
z Castic, které mohou byt obecné funkcemi polohovych vektort, vektori rychlosti ¢astic a téz
i Casu. Znamena to tedy, ze slozky zrychleni predstavuji v téchto rovnicich derivace nejvyssiho
fadu, a proto jsou pohybové rovnice diferencialnimi rovnicemi druhého fadu. Aby mohly byt
urceny vSechny slozky zrychleni, je tfeba mit obecné 3N pohybovych rovnic.

Néekdy hledani feseni néjaké diferencialni rovnice fikdme, Ze ji integrujeme, a to i presto, ze
konkrétni jeji tvar neumoznuje pouzit pfimo operaci integrace. V pripadé diferencialni rovnice
druhého fadu fikame, ze ji ,integrujeme dvakrat®, pricemz kazda ,integrace* vnasi do jejiho
feSeni jednu integra¢ni konstantu. Reseni soustavy 3N pohybovych rovnic tedy musi obsahovat
celkem 6V integracnich konstant. Témto integracnim konstantam nakonec priradime takové
hodnoty, aby byly splnény tzv. pocdatecni podminky.

Jak jiz jejich nazev napovidé, pocate¢ni podminky popisuji pohybovy stav mechanické sou-
stavy ,na pocatku“, kterému zpravidla pritazujeme nulovou hodnotu ¢asu. Protoze je pohy-
bovy stav soustavy urcen okamzitymi polohami a rychlostmi vSech ¢astic, pocatecni podminky
budou v ptipadé kartézskych soufadnic ve tvaru

(’ﬂl(()) = Z0,i, $1(0) = Vo, (Z = 1,2,...,3N), (11)

kde z¢; a vg; jsou hodnoty prislusnych veli¢in charakterizujici poc¢atecni stav. Vidime, ze mame
pro mechanickou soustavu obsahujici N ¢astic 6 N rovnic, pomoci nichz ur¢ime hodnoty vsSech
6N integracnich konstant.

Neni vsak obecné nutné, abychom definovali poc¢ateéni podminky v case t = 0. Jakmile
urc¢ime pohybovy stav mechanické soustavy v kterémkoli case t; # 0, pohybové stavy jsou
ve vSech ostatnich okamzicich jednoznacné urceny. Prestoze se jiz nejedna o ,pocatek®, stale
takovym podminkam

IL‘l(to) = 20, Iz(to) = Vo, (Z = 1,27,3N) (12)
fikdme pocatecni podminky.
Existuji dokonce i pocatecni podminky, jez neobsahuji rychlosti c¢astic, ale pouze jejich

polohy. Abychom vSak stale méli k dispozici 6N rovnic, musime stanovit polohy ve dvou
riznych casech tg a t; # tg. I témto podminkam ve tvaru

I‘Z(to) = X0, $Z<t1) =T14 (Z = ]_, 27 ey ?)N) (13)

se 1ikd pocatecni podminky a uzijeme je, az se budeme zabyvat Hamiltonovym principem.

1.2 Kineticka energie a hybnost

Kromé slozek rychlosti @; miizeme pohybovy stav mechanické soustavy popsat také pomoci
jinych veli¢in, kterym se nyni budeme vénovat. Z divodu zjednoduseni pozdéjsich vztahii
oznac¢ime hmotnosti a kartézské souradnice kazdé z castic nasledujicim zptisobem:

Céstice Hmotnost Kartézské souradnice
1 mp = mg = mga (21, g, x3)
2 My = M5 = Mg (24, 25, T6)

3 my = mg = My (27,23, x9)

N magny—2 = M3N—1 = M3N («733N—2ax3N—17$3N)
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Jiz jsme zavedli index n = 1,2,..., N oznacujici danou c¢astici a dale index+ = 1,2,...,3N
pro danou kartézskou soutadnici a slozku rychlosti. Pak miizeme zapsat polohovy vektor n-té
castice ve tvaru

T, = (T3n—2; T3n-1; T3n)
a jeji vektor rychlosti takto:

Vi = (L3n-2; T3n-1; T3n) -
Vsechny slozky polohovych vektort a slozky vektorti rychlosti vSech cCastic lze vSak nadéle
vyjadrit i pfimo pomoci indexu i:

T, xz (221,2,,3]\7)

Kinetické energie prvnich ti ¢astic pak budou zfejmé ve tvaru?

_1 2 _ 1 2 -2 -2
Tl—ﬁmlvl—iml(xl-i—%—i-x?)),
_1 2 _ 1 2 .2 .2
Ty = 5myvy = 5my (x4 + x5 + x6) ,
_1 2 _ 1 2 -2 -2
T3—§m7v3—§m7(x7+x8—l—x9).

Protoze jsme ale oznacili hmotnost prvni ¢astice tfemi rtznymi symboly m; = mo = mg,
hmotnost druhé c¢astice my = ms = mg a hmotnost treti castice m; = mg = myg, miizeme tyto
vztahy prepsat takto:

1, a2 1 -2 1 .2

5m11’1 + 577121’2 + 5m3x3,

o1, s2 1 22 1 .2

T2 = §m4l’4 + 5m53:5 + §m6x6,
1,0 -2 1, -2 1 -2
T3 = §m7:107 + 5m8$8 + imgl‘g.

Tak lze zapsat kinetickou energii n-té ¢astice nasledujicim zptisobem:

3n
_ 1 .2 1 2 1 3 } : 1, .2
Tn = §m3n,2:c3n,2 + §m3n,1x3n,1 + §m3n:c3n = 5m1:171
i=3n—2
Kinetickd energie mechanické soustavy je definovana jako soucet kinetickych energii jednotli-
vych castic, tzn.

N 3N
— Tl : 1, 22 1, .2 1 .2 1, 2
T =T(iy,%9,...,23v) = g T, = 3mud7] 4 5maedy + - - + 5Mmandsy = g smity.  (1.4)
i=1

n=1

Jednoduchost tohoto zapisu byla nasi motivaci k tomu, abychom hmotnosti ¢astic oznacili

popsanym zpusobem. Je ziejmé, Ze kineticka energie T mechanické soustavy vyjadiena v kar-

tézskych soutadnicich je obecné funkei vSech slozek rychlosti ¢astic, nikoli vsak jejich poloh.
Takto mtizeme snadno vyjadrit i vektor hybnosti n-té castice:

Pn = M3n_2Vn = (M3n_283n—2; M3n—173n—1; M3nT3n)
nebo téz mizeme vsechny slozky hybnosti kazdé z ¢éastic prehledné vyjadrit pomoci indexu i:

pi=mii;  (i=1,2,...,3N).

2Kinetickou energii budeme oznacovat pismenem T, jak je to bézné v literatuie pojednévajici o teoretické
(¢i analytické) mechanice, namisto dosud obvyklého Fy. Aby nedoslo k nedorozuméni, budou perioda a dalsi
dtilezité ¢asové intervaly znaceny feckym pismenem 7.
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Tvar p; nas dale privadi k tomu, ze lze ziskat kteroukoli slozku hybnosti kterékoli castice tak,
7e parcialné zderivujeme kinetickou energii mechanické soustavy podle piislugné slozky
rychlosti:

_ar
Oy
Vyuzivame tak selektivni vlastnosti parcialni derivace, kterd pti sumaci vybere pouze takové
¢leny, jez obsahuji proménnou, podle niz se derivuje, zde ;. Pro konkrétni 7 je potom v sumé
takovy ¢len pouze jeden, a to %mzxf Ostatni Cleny jiz &; neobsahuji a jejich parcialni
derivace podle této proménné jsou tudiz rovny nule.

Pro ¢asovou derivaci i-té slozky hybnosti dale zfejmé plati, ze

d /01
VR (el I 1.

Nyni pouzivame totalni derivaci, protoze hledame zavislost na case vSech proménnych, na
kterych p; zavisi. Je vhodné, abychom si zde uvédomili, Zze v zapisech vSech vztahi je tieba
disledné rozliSovat mezi parcialni derivaci (zde podle pfislusné slozky rychlosti ;) a totalni
derivaci (zde podle ¢asu t).

1.3 Potencialni energie a sila

Ptisobi-li na jednotlivé ¢astice mechanické soustavy pouze konzervativni sily, mtizeme kazdou
z nich vyjadrit pomoci potencialni energie. V tomto textu budeme zkoumat potencidlni energii
kazdé z ¢astic pouze jako funkei jeji polohyf] Silové plisobeni na n-tou &astici rozdélime podle
puvodce sily: Plisobi-li télesa mimo mechanickou soustavu, budeme tyto sily nazyvat externims
(vnéjsimi) silami. Silovému ptisobeni mezi ¢asticemi navzajem budeme fikat interni (vnitini)
stly.

1.3.1 Externi a interni sily

Potencialni energie vyslednice externich sil od vSech vnéjsich téles bude funkci polohy n-té
Castice r,, tzn [l
V;Xt = V,ert (I'n) = VneXt (IL‘3n_2, T3n—1, l’gn) . (17)

Ptislusna sila je potom rovna zaporné vzatému gradientu této potencidlni energie vzhledem
ke slozkdm polohového vektoru r,, = (x3,_9; T3,_1; T3n), kKtery oznacime V, a definujeme jej

takto:
_ 0 0 0

Vrn n (ax3n—27 aISn—l’ ax?m) .

Slozky této sily potom mizeme obecné vyjadrit nasledovneé:

(1.8)

Fext — _vr Vext — ( 8VT?Xt 8V;Xt GVT?Xt> )

_  —  —
OT3n—2  OT3p_1 0z3p

37e zékladniho kurzu z elektiiny a magnetismu vime, Ze na nabité ¢astice ptisobi nejen elektricks sila, ale
i magneticka sila, kterd je timérnd rychlosti ¢astice, viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2.
vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 28, odst. 28-3. Ta je vSak vzdy kolmé k vektoru rychlosti a tudiz nedochazi
ke zméné kinetické energie této castice.

4Jak je bézné v teoretické i kvantové mechanice, potencidlni energii zde budeme znadit pismenem V namisto

vvvvvv
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Priklad 1.1 UvaZujme o ¢astici nabité ndbojem ¢, kterd se nachazi vné koule, jez je ob-
klopena vakuem a je rovnomérné nabita nadbojem @, viz obr. [I.1] vlevo. Mechanickd soustava
nyni tedy sestdva z jediné nabité ¢astice (N = 1) a nabitd koule zde predstavuje vnéjsi téleso
pusobici na tuto c¢astici.

Obrazek 1.1: Vlevo: Céstice nabita ndbojem ¢ se nachazi vné koule rovnomérné nabité nabo-
jem (). Vpravo: Elektrostatické pole rovnomérné nabité koule nabojem ) je ekvivalentni poli
¢astice nabité stejnym nabojem (()) umisténé ve st¥edu koule.

Ze zakladniho kurzu elektfiny a magnetismu vime, Ze elektrické pole vné rovnomeérné
nabité koule je ekvivalentni elektrickému poli ¢astice nabité stejnym nabojem umisténé do
stredu této kouleﬂ Zvolime tedy pocatek kartézské soustavy ve stfedu koule, jak je ukadzano
na obr. vpravo. Potencialni energie nabité ¢astice (ndbojem ¢), ktera se nachézi v bodé
o polohovém vektoru ry = (21, x9, x3), od nabité koule (ndbojem ) tudiz bude

1 1
‘/:[eXt($1,l'2,x3) — Q — qQ (19)

- - )
471'80 ’I'1| 471'80,/1;%4_1»%_{_1%

kde ¢ je permitivita vakuaﬁ Sila, kterou nabita koule ptisobi na ¢astici, je potom podle (|1.8)
tato:

avext avext avext
Fext = -V, Vext — [ _ 1. 1 . 1 —
1 v Lot ( a$1 ’ 81'2 ’ 81’3

_ qQ T ) ) . T3 _
dreg \ (22 + 22 + 23)3/27 (23 + 23 + 22)3/27 (22 + 23 + 23)3/2

- QQ ($1,$2,$3) = qQ r, = qQ i (110)
dmeg(a? + x3 + x3)3/? dmeg|ry[? dreg|ry|? |y

Protoze podil r;/|r;| pfedstavuje jednotkovy vektor sméfujici od stiedu koule k nabité
Castici, viz obr. [I.1] vpravo, velikost externi sily je zfejmé

14Q)|

Fext —
| ! ’ 47T€0|I'1|2

a sila sméfuje od stfedu koule, pokud maji oba naboje stejné znaménko (¢@Q > 0). Pokud
maji nadboje opacné znaménko (¢@Q < 0), Castice je ke kouli pfitahovana. Jde tedy zfejmé
o elektrostatickou silu vyjadfenou znamym Coulombovym zékonemm

Vypocet gradientu v ale mizeme vést mnohem prehlednéji. Nejprve napiseme veli-
kost polohového vektoru |r| takto:

vy = /T -1 =4/ 12 (1.11)

5Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 23, odst. 23-9.
g =8,85-10" 2 Fm™!
"Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 21, odst. 21-4.
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Potom potenciélni energie ([1.9) bude mit toto ekvivalentni vyjadteni:

_ L 4@
471'80 1/['%'

Aplikujeme-li zaporné vzaty gradient na potencialni energii majici tento tvar, dostavame

1
F?Xt — _vn‘/leXt —_ QQ vr1 ( ) . (112)

‘/1ext (1‘1 )

47 €o r%
Nyni pfepiseme vysledek v (1.10) pomoci (|1.11]) nésledovné:
Fext _ QQ r = QQ ry

1

N 47T€0|I'1|3 e 471'80 (\/I?)

Porovndme-li jej s (1.12)), zjistujeme, Ze musi platit

V., <%> = (1.13)
“ o (va)

Toto vyjadfeni ndm napadné pfipomina derivovani nasledujici funkce jedné proménné: f(x) =

1|z = 1/Va2:

3"

d- 2 ()

Rozdil je pouze v tom, Ze zde derivujeme podle (skaldrni) proménné z, zatimco ve vztahu (|1.13])
jako kdybychom ,derivovali“ podle (vektorové) proménné r;. Protoze, jak vidime, vysledek
je formalné stejny, v nékteré literatuid| se uvadi operator gradientu V té jako parcidlni

derivovani podle r:
0 o o0 0
= (= = =). 1.14
v or <8x’8y’8z> (1.14)

Ackoli se v dalsim setkame s gradientem funkce velikosti polohového vektoru vicekrat, pri-
drzime se bézného oznaceni pomoci operatoru nabla.

Interni sily

Vratme se zpét k obecnému vyjadieni vSech sil, které na ¢astice mohou pisobit. Budeme se
nyni zabyvat internimi silami, kterymi ptisobi ¢astice navzajem. Predpokladame, Ze i tyto
sily maji povahu konzervativnich sil. Pokud zanedbévame relativistickou podstatu interakei[]
v naprosté vétsiné pripadi jsou takové interakce funkci jen vzdalenosti obou zucastnénych
castic, tedy

Vi =V (). (1.15)

Piislusné (interni) sila, kterou na n-tou ¢astici pisobi m-ta ¢astice, pak bude rovna zaporné
vzatému gradientu potencidlni energie V'™ . Gradient provedeme vzhledem ke slozkdm polo-
hového vektoru n-té ¢astice r,, = (r3,_2; T3n_1; T3,), pri¢emz polohovy vektor m-té ¢astice ry,

8Napi. v L. D. Landau, E. M. Lifshitz: Mechanics. Course of Theoretical Physics. Elsevier 2010.
9Mame tim na mysli aproximaci, ve které informace o tom, Ze ¢astice zménila polohu, se jiz nesifi kone¢nou
rychlosti (svétla), nybrz okamZité.
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povazujeme pii derivovani za konstantni:

Frt =-V, Vo = (

n "n,m

oV oV _avg:fl)
) ) *
O0x3n_2 O0x3p_1 O,

Protoze podle (1.15)) je V™ pouze funkci |r, — r,,|, miZeme tento zépis prehlednéji vyjadiit
pomoci vektori
int
Frt ==V, Vi = ———"" -V, |r, — /.

nTnm _d|rn—rm|

Lze se dale pfesvéd¢it o tom, ze vypocet gradientu V., |r,, — r,,| bude nésledujicﬂ

rn —T'm rn, —I'm

Vi, |tn = 1| = Vi, { (rn — rm)Q] = = : (1.16)

2 |, — 1

Sila F)% pak vyjde
dvﬁ??% r, —I';m

S d|ry — | [t — 1|

(1.17)

int
Fn,m -

Chceme-li vyjadrit silu F;’an, kterou ptisobi naopak n-ta castice na m-tou castici, bude opét
rovna zaporné vzatému gradientu potencialni energie ((1.15)), tentokrat vSak vzhledem ke sloz-
kam polohového vektoru r,,:
] ) int
Fon ==V, Vi = =" Ve, [tn — 1],

Tm " n,m _d|rn—rm]

Gradient V. |r, — r,,| nyni zfejmé bude

Vrm’rn - rm| - vl’m |: (rn _ rm)2:| _ _

Potom hledana sila F}, bude

int
dvn,m rn —T'm

dlr, — | v, — 1|

Fint —

m,n

(1.18)

Je tedy videét, ze pro dvojici sil F,, ,,, a F,,, ,, plati tieti Newotntv pohybovy zakon (zdkon akce
a reakce)

Priklad 1.2 Mg¢éjme dvé castice. Jedna ma hmotnost m; a polohovy vektor r; a druha
hmotnost msy a polohovy vektor rs, viz obr. vlevo. Tyto Castice na sebe navzajem ptisobi
gravita¢nimi silami podle Newtonova gravitacniho zakona. Ze zakladniho kurzu mechaniky
VimeE zZe jejich potenciadlni energie méa tvar

mime

iy =-G (1.19)

Ty —1“2|7

kde G je gravitacni konstantaH a |r; — ra| je vzdalenost mezi nimi.

100pét si viimame, Ze operdtor V,, lze formalné povazovat za parcialni derivovani podle r,,, jak jsme jiz
zjistili v predchozim ptikladu. Provést vypocet proto bude snadné.

11Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 13, odst. 13-6.

2G = 6,67-10" " Nm?kg 2.
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Obrazek 1.2: Vlevo: Céstice o hmotnosti m; a polohovém vektoru r; a ¢astice o hmotnosti ms
a polohovém vektoru ry jsou od sebe vzdaleny |r; — ry|. Vpravo: Gravitacni sila Fy 5 (modra
Sipka), kterou ¢astice 2 plisobi na ¢astici 1 méa stejny smér jako vektor ro — ry.

Silu, kterou piisobi ¢astice 2 na c¢astici 1, vypocitame podle (|1.17)

, dvint  p miyms T{—T mym
Fint — _ 1,2 1 2 _ o e 1 2 _ g mams ry—11). 1.20
1,2 d|ry — rof [r; — 1o |r; — rof? |r; — 1y lr; — o3 ( ) ( )

Velikost této sily tedy je
; mime
Flnt — G
b2 vy — ryf?
a jeji smér udava vektor ro — r; smérujici od castice 1 k castici 2, jak je ukazano na obr.
vpravo. Jde tudiz o pritazlivou interakci. Tato sila svym vyjadienim tedy vskutku odpovida
Newtonovu gravitacnimu zakonu.

Sila, kterou naopak puisobi ¢astice 1 na c¢astici 2, bude podle (1.18)

Fint — dviy ni—rm _ g e - N _ g M 2 (ry —1p) = —FT%.
’ d\rl—r2\|r1—r2| |I‘1—I'2’ ‘I'l—I'Q‘ |I'1—I'2| ’

Sila Fg‘ﬁ mé tedy stejnou velikost, ale opacny smér jako sila F‘lng Je tedy ihned zifejmé, ze
plsobeni castice 1 na Castici 2 je opét pritazlivé a opravdu zaroven plati i tfeti Newtondv
pohybovy zakon (akce a reakce).

1.3.2 Potencialni energie mechanické soustavy

Nyni zahrneme vSechny interakce do jediné funkce. Protoze vysledna sila ptisobici na n-tou
¢astici je rovna vektorovému souctu vSech sil na ni ptisobicich (neboli plati princip superpozice
silovych interakei), tzn.

N
Fn = FZXt + Z Fgl,i;m
m=1
m#n

definujeme potencidlni energii mechanické soustavy jako (skalarni) soucet potencialnich energii
vsech castic:

N N N
V=V (21,29, ...,73n) = ZVth (rn) + 3 Z Z Vo (len — o) - (1.21)

n=1 n=1

3+~

m=
m#

Dvojitd suma musi byt vyndsobena 1/2; abychom interakce mezi ¢asticemi nezapocitavali
dvakrat. Lze se presvédcit o tom, ze slozky vysledné sily pisobici na n-tou ¢astici budou
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opravdu podle ocekavani

N
Fn _ —VrnV _ ( oV ) oV : ov ) _ szt + Z Fgl,tn (1‘22)
m=1

_ — _
Ox3n—2 Orzp-1 O3y —
m#n

Z divodu vétsi prehlednosti téz miizeme pomoci indexu ¢ vyjadrit kazdou ze slozek vyslednych
sil ptisobicich na kazdou castici

ov

F=-

(3%

Protoze se vSechny konzervativni sily bez ohledu na to, zda jsou externi ¢i interni, objevi

spolec¢né v podobé jednotlivych ¢lenti v potencialni energii V' mechanické soustavy, nebudeme
jiz. nadale rozlisovat, které sily jsou externi a které interni.

(i=1,2,...,3N). (1.23)

1.4 Pohybové rovnice a trajektorie

V pfedminulém odstavci jsme prostiednictvim vztahu (1.6) vyjadiili totélni derivace vSech
slozek hybnosti ¢astic p; = m;&;. V odstavci minulém jsme dosli ke vSem slozkam vyslednych
sil plisobicich na c¢astice, viz . Ze zékladniho kurzu mechaniky vime, zZe obé veli¢iny jsou
si podle druhého Newtonova pohybového zakona rovny, tzn.

mii; = F (i=1,2,...,3N), (1.24)

coz predstavuje 3N pohybovych rovnic vyjadienych v kartézskych soutfadnicich, kterym je
¢asovy vyvoj pohybového stavu celé mechanické soustavy podrizen. Tvar téchto pohybovych
rovnic vSak miZzeme piepsat prostfednictvim kinetické energie 7'(#;) a potencialni energie
V' (z;) mechanické soustavy.

Jak jsme vidéli, m;2; mizeme vyjadiit pomoci totalni casové derivace parcialni derivace T’
podle p¥islusné slozky rychlosti i;, viz (1.6]). Dale slozku vysledné sily F; podle vztahu Ize
zapsat pomoci zaporné vzaté parcialni derivace V' podle pfislusné slozky polohového vektoru
x;. Pohybové rovnice tedy mizeme pomoci téchto veli¢in prepsat do néasledujiciho tvaru:

d [oT ov
— =— =1,2,...,3N). 1.25
i) =5 =123 (129
Protoze kineticka energie T" je pouze funkci kartézskych slozek rychlosti @; a potencialni energie

V' zase pouze funkci kartézskych soufaqdnic x;, mtzeme obé veli¢iny vyjadrit pomoci jediné
funkce zvané Lagrangeova funkce nebo lagrangian:

Lz, @) = T(@:) — V(@) (1.26)

Hodlame totiz vyuzit selektivni vlastnosti parcialnich derivaci: Parcialni derivace L podle x;
bude znamenat, jako kdybychom provedli touz parcialni derivaci kinetické energie 7', nebot V'
neni funkei rychlosti. A déle parcialni derivace L podle x; je zase rovna téze parcialni derivaci
—V, protoze T neni funkci kartézskych soutadnic. Neboli

oL 0T oL oV
Potom se pohybové rovnice (1.25)) daji zapsat pomoci Lagrangeovy funkce takto:

d (OL\ 0L .
o <(%i) = (i=1,2,...,3N). (1.27)
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Trajektorie ¢astice

Pohybové rovnice vyjadiené v kartézskych souradnicich jsme tedy nalezli ve dvou ekviva-
lentnich tvarech: bud jako druhy Newtoniv pohybovy zékon (|1.24]), anebo vyjadfené pomoci
Lagrangeovy funkce, viz . Jejich fesenim je urceni zavislosti vSech kartézskych slozek
rychlosti z; a vSech kartézskych soufadnic x; na Case t, tj. funkce

#(t), @) (i=1,2,...,3N).

Jak jsme jiz uvedli v odstavci na str. [0, k jednoznacnému uréeni v8ech 6NN integrac¢nich
konstant, které se pii feseni (integraci) pohybovych rovnic objevi, déle potfebujeme 6N poca-
te¢nich podminek (1.1)) vyjadiujicich po¢atecni rychlosti vSech ¢astic

Vn(0) = [£3,-2(0); £3,-1(0); £3,(0)] (n=1,2,...,N)
a pocatecni polohové vektory vSech cCastic
r,(0) = [23,-2(0); 3,1(0); 23,(0)] (n=1,2,...,N).

Zavislost vektoru rychlosti n-té castice na case pak udavaji slozky
Vn(t) = rn = [x3n—2(t>a Z.‘3n—1(t); x?m(t)] .
Polohovy vektor n-té castice je urcen slozkami

T (t) = [T3n-2(t); @30-1(0); T3n(1)]
jez popisuji, ve kterych bodech se castice ve vSech okamzicich ¢ postupné nachazi. Mnozina
vsech takovych bodi, kterymi dana castice projde, se nazyva trajektorie cdstice a geomet-
ricky ji mizeme znazornit jako kiivku v trojrozmérném prostoru, v némz zavedeme kartézsky
souradny systém sestavajici ze tfi navzajem kolmych os. Tyto osy oznacime x3,_ s, T3,_1 a
x3n. Krivka reprezentujici trajektorii castice je zfejmé zadana nasledujicim parametrickym
zpusobem:

T3n—2 — $3n_2(t)7 T3p—1 = Ign_l(t)7 T3y = l‘gn(t), (128)
pricemz Cas t je parametr, jenz je spole¢ny vsem tiem slozkam. Piiklad trajektorie n-té ¢astice
je ukdzan na obr. [L.3]

Infinitezimalni zména dr, = r,(t + dt) — r,(¢) polohového vektoru r, béhem ¢asového
intervalu dt > 0 je urcena infinitezimalnimi zménami jednotlivych slozek r,, tj.

dr, = r,(t+dt) —r,(t) =
= [3p_o(t + dt); 23,1 (t + dt); 23, (t + dt)] — [x3n_2(t); T3,_1(L); 23, (t)] =
= [T3n—2(t +dt) — x3,2(t); 23,1 (t + dt) — 25,1 (t); 23, (t + dt) — 23, (t)] =
= (dwzp—o; dwz,—1;dws,),
a fikame ji posunuti cdstice. Protoze Castice prejde z jednoho bodu trajektorie do dalsiho

(infinitezimalné blizkého) bodu téze trajektorie, vektor dr, musi ukazovat v tecném sméru
k trajektorii. Slozky tohoto posunuti ziskame tak, ze provedeme nasledujici diferencidly jed-

notlivych funkei (1.28):
dzs,_o = T3,_odt, dxs,_1 = t3,_1dt, dzs,, = T3,dt.
Posunuti ¢astice dr,, béhem casového intervalu dt je tedy vyjadieno vektorem
dr,, = (T3, 2; T3p-1; T3n) At = v,dt (1.29)

a znamena to, ze vektor rychlosti v,, je rovnobézny a souhlasné orientovany s vektorem posu-
nuti dr,, a je tudiz také te¢ny k trajektorii ¢astice, viz obr.
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w3'rm
AT n-ta castice

trajektori
pocatecni rychlost v (0) rajextorie

pocétecni poloha r_(0)

‘,1:371—2

Obrézek 1.3: Geometricky vyznam nésledujicich pojmt a veli¢in tykajici se n-té ¢astice: trajek-
torie ¢astice, pocatecni poloha ¢astice r,(0), pocatedni rychlost ¢astice v,,(0); a dale polohovy
vektor r,(t), vektor posunuti dr,, a vektor rychlosti v, (t) ¢astice v ¢ase t.

1.5 Zobecnéné souradnice a zobecnéné rychlosti

Kdyz hloubéji promyslime nové vyjadieni pohybovych rovnic (1.27) ve srovnani s ptivodnim
druhym Newtonovym pohybovym zadkonem , zjistime, ze jsme je vlastné jen formalné
prepsali do jiného, byt pro oko ,velmi elegantniho“ tvaru. Ukazeme, Ze kartézské soufadnice,
které jsme dosud pouzivali, znacné omezuji nase moznosti urceni ¢asového vyvoje konkrétnich
mechanickych soustav. Proto budeme hledat jesté jiné vyjadieni pohybovych rovnic, pficemz

tvar ((1.27) se ndm bude hodit.

1.5.1 Omezeni pouziti kartézskych souradnic

Dokud jsou veskera silova ptisobeni na ¢astice reprezentovana konzervativnimi silami, miizeme
je vyjadfovat pomoci potencialni energie mechanické soustavy jako funkce vsech kartézskych
soufadnic a pohybové rovnice ve tvaru budou zcela postacovat.

Jak tomu ale bude v pripadech, kdy na ¢astice budou piisobit sily, které budou néjakym
zptsobem omezovat jejich pohyb? Takova silova piisobeni totiz nelze vyjadiit pomoci poten-
ciadlnich energii. Tuto komplikaci budeme demonstrovat na nésledujicich dvou ptikladech.

Priklad 1.3 Mechanické soustava, jejiz pohyb lze uréit pomoci pohybovych rovnic ,
muiZe byt napiiklad nasledujici: Céstice o hmotnosti m se pohybuje v tihovém poli Zemé
charakterizovaném vektorem tihového zrychleni g.

Mechanicka soustava tudiz nyni sestava pouze z jedné cCastice, jejiz hmotnost oznacime
mi = my = m3 = m, a Zemé predstavuje puisobici vnéjsi téleso. Zvolime kartézskou soustavu
soufadnic takovou, Ze osa x3 sméfuje opacné nez vektor g, tj. g = (0,0, —g), viz obr. .

Kineticka energie T' této mechanické soustavy (¢astice) je podle (|1.4)

e aN_Los2 1.2 1 a2
T(&y, @2, 23) = 5may + gmid; + ;mds.

Na castici ptisobi tihova sila G = mg, kterd je zaroven i vyslednici vSech sil. Potencialni
energie V' soustavy obecné vyjadiena pomoci tedy bude dana pouze tihovou potencialni
energii ¢astice

V (1,29, 23) = mygrs,
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pocatecni rychlost v,(0) trajektorie

pocatecni polohar,(0)

Ly

Obrazek 1.4: Pohyb ¢astice o hmotnosti m v tthovém poli Zemé charakterizovaném vektorem
tihového zrychleni g. Osa x5 sméfuje opacné nez g.

pricemz za nulovou hladinu jsme zvolili rovinu x3 = 0. Pro kontrolu spravnosti tohoto tvaru
potencialni energie mtizeme podle ([1.22)) zpétné dostat vyslednici sil ptsobicich na ¢astici:

ov. oV oV
-V, V= (_8x17_3x2’ _8x3) = (0,0,—mg) = mg = G.

Podle (|1.26) bude Lagrangeova funkce této mechanické soustavy (Castice) zfejmé ve tvaru

_ _l,:2 1 s2 1.2
L =T -V = gmx] + 3mx; + 3mi3 — mgxs.

Pohybové rovnice této soustavy sestavime za pomoci (|1.27)) tak, ze nejdiive provedeme vSechny
parcialni derivace L:

oL . oL . oL oL oL 9L

Dig or, 0wy 0 0w, W

Potom vyjadiime totalni derivace, které se nachéazeji na levé strané pohybovych rovnic ((1.27)):

ia_L_mgU' ia_L_mgt ia—L—mi‘
dt \oi, ) " At \oi,) P At \oiy) 7

Podle nich potom pohybové rovnice této mechanické soustavy nalézdme ve tvaru
mz; =0, miy=0, mIz=—mg.

Nyni jiz postupujeme tak, jak jsme to ¢inili v zédkladnim kurzu mechaniky: Prvni integraci
téchto pohybovych rovnic a uplatnénim pocateéni podminky v;(0) = (vo1,v02,v03) pak do-
stavame casovy vyvoj slozek rychlosti ¢astice:

@1(t) =wvo1, @2(t) =wvo2, @3(t) = —gt+ o3

Dalsi integraci téchto slozek rychlosti spolu s pocate¢ni podminkou ry(0) = (21, %02, To3)
dostavame i casovy vyvoj slozek polohového vektoru castice:

T (t) = ’Uo’lt + 20,1, Ig(t) = U072t + 20,2, l’3(t> = —%gtz + ongt + X0,3-

Tim tlohu povazujeme za vytesenou.
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Priklad 1.4 Mechanicka soustava, jejiz pohybovou rovnici pomoci nelze sestavit, je
napi. tato: Kulicka o hmotnosti m je navlecena na pevny drat zadaného tvaru, po némz v tiho-
vém poli Zemé miize bez tieni klouzat podle obr. Mechanicka soustava je nyni opét tvorena
jedinou ¢astici — kulickou. Protoze se kulicka miize pohybovat jen podél dratu, vnéjsimi télesy
jsou kromé Zemé, jez na kulicku ptisobi tihovou silou G, i drat ptisobici normalovou silou N,
viz obr. [I.5] Vyslednici sil tedy bude G + N.

drat

Ly

Obrazek 1.5: Hmotna kulicka klouze bez tieni po dratu v tthovém poli Zemé. Na kulicku tedy
pusobi Zemé tihovou silou G a drat normalovou silou N.

Potencialni energii tihové sily G mtizeme urcit napt. tak, jako v pfedchozim prikladu. Vi-
dime ale, Ze nelze urc¢it potencialni energii sily N, nebot neexistuje funkce, jejiz zaporné vzaty
gradient by byl vzdy roven N. Ptekazi tomu zejména fakt, Ze ptisobeni této sily vyznamné
zavisi na rychlosti, s kterou kulicka danym bodem dratu prochazi. Nesestavime-li vSak cel-
kovou potencialni energii V' mechanické soustavy, potom ani pohybové rovnice uzitim (|1.27))
neziskame.

Vazby

Chceme tedy hledat novy tvar pohybovych rovnic mechanickjch soustav, kde ptisobi i sily,
které nelze vyjadrit pomoci potencialni energie. Budeme vsak predpokladat jen ty sily, jez
omezuji pohyb jednotlivych c¢astic tak, ze 1ze matematicky zapsat podminky kladené na jejich
polohy (popf. rychlosti). Témto silam se fika vazby.

Uvazujeme tedy o tom, Ze na ¢astice ptisobi dva druhy sil: Sily, které jsou pfedem znamymi
funkcemi polohovych vektort, popt. vektortu rychlosti ¢astic, zvané vtistenée sﬂy.ﬁ

Silam, kterymi pisobi vazby pii konkrétnim pohybu castic a které tudiz nejsou predem
znadmy, budeme fikat vazbové sily. V dalSim se jesté omezime pouze na takové vazby, které
kladou podminky pouze na polohy ¢astic, nikoli na jejich rychlosti. Takovym vazbam fikame
holonomni vazby[™

V této casti zatim budeme hledat jen posupy, jak eliminovat vazbové sily, aniz bychom
sestavili samotné pohybové rovnice v pouzitelné podobé. Jejich konecny tvar takovy, jenz by
umoznoval urcit vyvoj pohybového stavu libovolné mechanické soustavy, nalezneme az v dalsi
casti textu.

13V poslednich dvou piikladech vtisténou silu reperezentovala tihova sila G, kterou ptisobi Zems.
14Holonomni vazbovou silou ptisobi tuhy drat na navledenou klouzajici kuli¢ku, jak uvidime hned v dalsim
odstavci.
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1.5.2 Castice vazana na k¥ivku

Vratme se znovu k poslednimu piikladu kulicky klouzajici bez tfeni po pevném dratu. Nor-
malové sila N je zde typickym prikladem vazbové sily, nebot se ,stard“ o to, aby kulicka za
zadnych okolnosti neopustila drat. Slozky polohového vektoru kulicky se v disledku plisobeni
sily N sice vSechny méni, ale jaksi ,koordinované“ tak, aby jeji trajektorie byla totozna s tva-
rem dratu. To se musi dit bez ohledu na rychlost, s jakou se kulicka bude v kazdém bodé dratu
pohybovat. Vazbova sila N tudiz nemize byt pfedem znama, nybrz vyplyva az z konkrétniho
pohybu kulicky daného pocatecnimi podminkami.

Protoze tato vazbovéa sila vymezuje polohu kulicky, nikoli jeji rychlost, jde typicky o ho-
lonomni vazbu. Ze zadani dale vime, ze krivka dratu je v kartézskych souradnicich urcena
parametricky témito tfemi rovnicemi

1 = 21(q), Ty = x2(q), x3 = x3(q), (1.30)

kde ¢ je parametr. O funkcich predpokladame, Ze je pfedem zname a ze jsou pro kazdé
q spojité i s derivacemi prvniho Ffadu. Potom je zajisténo, ze ktivka dratu je vSude hladka
vyjma bodi, ve kterych jsou derivace vSech tii funkci zaroven nulové.

Kdybychom tedy namisto pouziti kartézskych soutadnic x; kulicky presli k parametru g,
kartézské souradnice by uz byly po celou dobu pohybu ,spravné“ svazany s kiivkou dratu.
Protoze parametr ¢ zde zfejmé predstavuje jakousi ,zakiivenou soutradnici® urcujici, v kte-
rém bodé dratu se kulicka pravé nachazi, nazyva se tento parametr zobecnénou soutadnici
mechanické soustavy.

Pohybové rovnice kulicky v kartézskych souradnicich jsou tyto:

kde jsme obé ptsobici sily vyjadiili pomoci jejich slozek: G = (G, Gy, G3) a N = (N1, No, N3).
Slozky tihové sily G zndme predem, nebotf jde o vtisténou silu, a tato sila je navic silou
konzervativni. Podle ([1.23) je tedy mtZeme vyjadiit pomoci potencidlni energie V' (xy, x5, x3):
A% .
G, = az, (1=1,2,3). (1.32)
Vazbovou silu N, jak jsme jiz zminili, zatim nemtzeme nijak blize specifikovat, protoze bude
zaviset na konkrétni rychlosti kulicky v kazdém bodé dratu a tudiz vyplyne az z feSeni pohy-
bovych rovnic. Miizeme o ni Tici jen to, ze bude takova, aby trajektorie kulicky byla za vSech
okolnosti totozna s kiivkou dratu. Bude tedy vhodné se vénovat namisto hledani slozek sily
N spise trajektorii samotné kulicky, coz znamenad, ze ucinime jakousi ,geometrizaci“ tlohy.
Vyjadfime infinitezimalni posunuti dry = (dzy, dxs, dz3) kulicky po dratu pomoci infini-
tezimalni zmény zobecnéné souradnice q. Provedeme to tak, Ze napiSeme diferencialy funkci

(T-30):

dzy dx dzs
dez; = —=d dzy = —=d des = —d 1.33
€ dq q, o) dq q, T3 dq q, ( )
odkud

dzy dazy d
drlz(dxl,dxg,dxg):( 1 xS)dq.

dg’ dg’ dg
Toto posunuti musi mit teény smér ke kiivce dratu, nebof jinym smérem se kulicka nemuze

pohnout[?| Déle do pohybovych rovnic (1.31]) dosadime z (1.32)), kazdou vynésobime p¥islusnou

(1.34)

15Podobné tpravy jsme provadéli, kdyZ jsme hledali infinitezimalni posunuti dr,,, které ma n-ta éastice za
dobu dt, viz ([1.29). Tehdy byl parametrem trajektorie ¢astice cas t.
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slozkou posunuti dz; a vSechny pohybové rovnice nakonec secteme. Potom dostavame

ov ov ov
mjtldxl +mi2dx2+mi3dx3 —%dlj —|—N1dZL‘1 — a—dl’g—i—Nle'Q — 8—dl‘3+N3dZL'3 (135)
1 T2

Nejprve si v§imnéme souctu tii ¢lentt obsahujicich slozky normélové sily N = (N7, Ny, N3).
Ten zfejmé muzeme vyjadrit pomoci nasledujiciho skalarniho soucinu:

N- dI'l = N1d131 + NQdJ?Q + Ngdxg =0.

Proc je vsak tento skalarni soucin nulovy? Sila N je v kazdém bodé normalovou silou, tzn. silou
kolmou ke kfivce dratu, zatimco posunuti dr; ma teény smér ke kiivce dratu. Oba vektory
jsou tudiz vzdy navzajem kolmé ve vSech bodech kiivky dratu. Soucet téchto tii ¢lent tedy
bude za vsech okolnosti nulovy a (1.35) mizeme zredukovat na tento tvar:

3
meidxi = Z (9@
=1
Do této rovnice dosadime za dz; z (1.33), pravou stranu pievedeme nalevo a vytkneme dg,

¢im7 dostaneme \
oV dz;
7 ‘ d — O

Aby se leva strana vzdy rovnala nule pro Jakekoli dq, musi byt zavorka rovna nule a tudiz

musi platit
oV dx;
mel Z v dq (1.36)

Uvédomime-li si, ze potencialni energie V' je funkc1 vsech t11 kartézskych souradnic x;, pricemz
kazda z nich je urcena funkcemi (1.30), tj.

V =V lxi(q), 22(q), 23(q)] , (1.37)
mizeme (aZ na znaménko) povazovat pravou stranu rovnice (|1.36]) za totalni derivaci V' podle
q, neboli

Z oV dJ]Z
= Ox; dg
Prichazime tak k zavéru, ze plati
. dy; AV
> mii—— = (1.38)
dg dg

Tento vysledek je nesmirné dilezity: Pfechodem od kartézskych souradnic z, x5 a x3 k zobec-
néné souradnici ¢ se nam podarilo prepsat pohybové rovnice , které obsahovaly vazbovou
silu N, do jedné rovnice ([1.38)), ve které jiz tato vazbova sila viibec nevystupuje. Jedna pohy-
bova rovnice pfitom postacuje, nebot znalost jedné zobecnéné soutradnice ¢ jiz urcuje vsechny
t1i kartézské souradnice kulicky parametrickymi rovnicemi (|1.30)).

Zustava pouze vliv vtisténé sily urceny velicinou

_ 4 (1.39)
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ktera je zndma predem, aniz bychom znali feSeni pohybovych rovnic. AvSak zobecnéna sourad-
nice ¢ muze mit obecné libovolnou fyzikalni jednotku podle toho, jakym zpiisobem vstupuje do
funkci . Proto veli¢ina @) jiz nemusi mit nutné fyzikalni jednotky newton a je nazyvana
zobecnénou silou.

Funkce ¢(t) potom popisuje vivoj této zobecnéné soufadnice v ¢ase a jeji derivace podle
¢asu urCuje tzv. zobecnénou rychlost ¢. Spolu s pocateénimi podminkami ¢(0) a ¢(0) je pak
vyvo]j pohybového stavu této mechanické soustavy (kulicky) jednoznacné urcen.

Vsimame si tedy, ze v pfipadé ¢astice vazané na kiivku jsme presli od tii jejich kartézskych
soufadnic 1, T2 a x3 k jedné zobecnéné souradnici ¢, kterd pro urceni pohybu castice zcela
postacuje. Rikdme, Ze tento typ holonomni vazby odebira ¢astici 2 stupné volnosti.

Priklad 1.5 Matematické kyvadlo sestava z malého zavazi o hmotnosti m zavéSeného na
nehmotném lanku délky [ v tihovém poli Zemé charakterizovaném tihovym zrychlenim g.
Zavazi se muze pohybovat pouze v jedné roviné, které vektor g nalezi.

Ty Ty
A A
Isinf *1
i >z N >z,
SN | de
I TN
—~ I rl \\drl
Ty ¥l mNf1do
trajektorie
G

Obrazek 1.6: Vlevo: Matematické kyvadlo. Vpravo: Posunuti ¢astice dr; je tecné k jeji trajek-
torii.

Zvolime souradny systém takovy, Ze osy x; a x, tvori rovinu pohybu zavazi, pficemz osa
o sméfuje opac¢nym smérem nez vektor g podle obr. vlevo. Na zavazi ptisobi kromé tihové
sily G i tahova sila T lanka tak, ze zavazi opisuje oblouk kruznice. Tihova sila G = mg =
(0, —mg, 0) je zde vtisténou silou, nebot tuto silu znéme jiz pred tim, nez vyfesime pohybové
rovnice. Tahové sila T lanka zajistuje pohyb zavazi po kruznici za vSech okolnosti, ale zfejmé
ji nemuzeme urcit, dokud nevyfesime pohybové rovnice. Tato sila je tedy vazbovou silou
predstavujici holonomni vazbu, protoze urcuje podminky pro polohu éésticem

Nutnost rovinného pohybu zajisti podminka x5 = 0. Polohu zavazi dale jednoznac¢né urcime
pomoci thlu # odklonu lanka od svislice, viz obr. vlevo. Tento thel tedy bude jedinou
zobecnénou souradnici, pro niz obecné parametrické rovnice (|1.30)) maji tento konkrétni tvar:

x1(0) = Isin#, x9(0) = —lcos 0, x3 =0. (1.40)

Infinitezimalni zména df zobecnéné soutradnice # zptsobi nasledujici posunuti ¢astice, viz vztah
(T.34):
dl‘l dl’g d$3

dI'l = (d.l’l,dﬂjg,di[)g) = (@, @, E

) df = (cosf,sind,0) Id6. (1.41)

16Ptesnéji: Tahova sila je zde tzv. jednostrannou holonomni vazbou, kdy lanko miize ptisobit nenulovou silou
jen tehdy, kdyz je natahovano. Tlakovou silu lanko naopak nepfenasi. Proto bychom méli u jednostrannych
vazeb vzdy testovat, zda vysledné piisobeni sily ve vSech bodech odpovida charakteru vazby. Na kulicku
navlecenou na drat mize ptisobit norméalova sila ve vSech smérech, a proto takové testovani neni nutné.
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Protoze polohovy vektor ¢astice méa podle slozky r1 = (21,22, 23) = (sinf, — cosb,0)l,
vektor posunuti castice dr; je k r; kolmy a tudiz je zaroven tecny k trajektorii, viz obr. [1.6
vpravo. Tahova sila T lanka je tedy vskutku kolméa k dr;.

Podle obr. vpravo muzeme (ponékud neptesné, ale vystizné) Fici toto: Infinitezimalni
zména df zpusobi, zZe se ¢astice posune po oblouku délky Idf ,ve sméru“ zobecnéné souradnice
0.

Potencidlni energie mechanické soustavy (zavazi) je v kartézskych souradnicich vyjadiena

funkei
V = mgz,, (1.42)

nebot G = —V,,V = (0, —mg, 0). Pomoci parametrickych rovnic (1.40) vyjadiime potencidlni
energii V' jako funkci zobecnéné soutradnice 6, viz (|1.37):

V]z2(0)] = —mgl cos 6.

Zobecnéna sila ((1.39) potom vyjde

dV

dé
Fyzikdlni vyznam této zobecnéné sily je ziejmy: Jde o primét do osy z3 momentu sily M,
kterym ptisobi tihova sila G na zavazi vzhledem k bodu zavésu:

Q=

= —mglsinf.

M, =11 x G = (21, 22,0) x (0, —=mg, 0) = (0,0, —mgz;) = (0,0, —mglsinf),

a jeji fyzikalni jednotka je Nm.

Funkce 6(t) jako casova zavislost tthlu odklonu lanka od svislice pak jednoznacné urcuje
polohu zavazi v libovolném c¢ase. Pokud bychom ji zderivovali podle c¢asu, dostali bychom
thlovou rychlost 9(75), ktera je zde zobecnénou rychlosti.

Pohyb matematického kyvadla vsak zatim nebudeme vysSetfovat, protoze jsme jesté nese-
stavili pohybové rovnice ve tvaru, které by obsahovaly pouze zobecnéné souradnice. Vypocty
dokonc¢ime az v tloze [L82 na str. 49l

1.5.3 Caéstice vazana na plochu

Casto nastévaji pripady, kdy poloha ¢astice neni vazana na né&jakou kiivku, nybrz na plochu.
Postup, jak z pohybovych rovnic eliminovat normélovou silu N = (Ny, Ny, N3), kterou ptisobi
plocha na ¢astici, bude sestavat z obdobnych kroki, jez jsme ucinili v pfedchozim odstavci.
Nejprve napiseme obecné parametrické rovnice libovolné plochy ve tvaru

T = 951(611, Q2), To = 562(611: CI2), XT3 = ZUS(Qb Q2)7 (1-43)

kde ¢ a g2 jsou nezavislé parametryF_T] O funkcich stale predpokladame, ze jsou pro
kazdé q; a go spojité i s obéma parcidlnimi derivacemi prvniho fadu.

Opét prejdeme od kartézskych souradnic k parametrim ¢; a g9, které budou predstavovat
dvé zobecnéné souradnice cCastice. Pohybové rovnice jsou zde zfejmé stejné jako pohybové
rovnice , které jsme sestavili pro kulicku navlecenou na drat:

mjil = G1 + Nl, mi’g = G2 + NQ, mi'g = Gg -+ Ng, (144)

1"Nutnost existence dvou nezavislych parametrii vyplyvéa z jednoduché geometrické tivahy: Céstice pohybu-
jici se po plose se mtze z kazdého bodu plochy ,vydat® dvéma nezavislymi sméry tecnymi k plose, které jsou
navzajem kolmé, jak uvidime dale.
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kde 5
L= — =1,2 14
G; oz, (i ,2,3) (1.45)

je vtisténa konzervativni sila.
Provedeme geometrizaci tlohy tak, Ze vyjadiime infinitezimalni posunuti dry = (dzy, dzs, dz3)

c¢astice po plose pomoci uplnych diferenciala funkei ((1.44)):
8 T1 (?xl 8 9 8 T a T3 8 €3

dl’l d + —dQQ, d[L’Q d + —dQQ, dl‘g dql a

odkud

9 B B 9 9 B
dr; = (da, das, dag) = (a_“d 0"+ axld 0 axqul + axzd gg; 223 deq2) .
1 1

Jak vidime, toto posunuti je nyni rovno vektorovému souctu téchto dvou vektori

O0xy Ozs Ox 0r, Oxs Ox
drlV = ( Lo 3) d drl? = ( L 22 3) d 1.47
! aCh 8(]1 oq noa ! aQQ aQQ 0qs 2 ( )

Oba tyto vektory samoziejmé maji teny smér k plose, nebot jsme je ziskali diferencovanim
parametrickych rovnic plochy . ProtoZze ¢, a g9 jsou nezavislé parametry, tyto vektory
navic musi byt navzajem kolmé.

Dale postupujeme obdobné jako v pripadé ¢astice vazané na kiivku: Do pohybovych rovnic
dosadime z , kazdou vynasobime pfislusnou slozkou posunuti dz; a provedeme
soucet vSech téchto pohybovych rovnic:

mi’:ld:cl—i—mfégdxg—i—m:igdxg = —a—vdxl—i—Nlda:l—a—vdx2+Nde2—a—vdx3+Ngdx3. (148)
0y 0Ta Ow3

Normalova sila N a posunuti dr; v te¢ném smeéru k plose jsou nadale kolmymi vektory a jejich
skalarni soucin je tedy opét nulovy:

N - dI‘1 = Nlda:l + Ngdxg + Ngd&?g =0.

Vztah ((1.48) tedy bude mit stejny tvar jako v pfedchozim pfipadé:

3
Z mi;dr; = gV dz;,

i=1

do néhoz dosadime za dx; z (|1.46)):

3
. (93:1- a’l?l 6.1131 8%1
; " <5_qldq1 i ) Z dz; (3611 g dQQ) '

Pravou stranu této rovnice prevedeme nalevo a z prislusnych ¢lenti vytkneme dg; a dge:

3
(Z mxl ‘ g;/ gxl> dgp + (Z mwza Z 2;/1 8:@) g2 = 0.

q2
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Zobecnéné soutadnice ¢ a gs jsou nezavislé. Aby se tedy leva strana posledni rovnice rovnala
nule za viech okolnosti, musi byt rovny nule obé zévorky zvlast[®| tzn.

3

; g ; dz; 0 Oq O (1.49)
3 3

ma;— = — = —— = . 1.50
; g2 ; 0x; Oqa dq2 2 ( )

Zde definujeme dvé zobecnéné sily Q1 a (2, nebot potencialni energie V' je obecné funkci vsech
ti{ kartézskych soufadnic x;, pficemz kazd4 z nich je urcena funkcemi (1.43)), tj.

V=V [351((117 Q2),$2(Q1, q2), «’L’3(Q1, Q2)] : (1-51)

Rovnice a opét neobsahuji slozky vazbové sily N, jak jsme pozadovali. Funkce
¢1(t) a g2(t), z nichz totalni derivaci podle ¢asu dostaneme zobecnéné rychlosti ¢; a ¢z, popisuji
vyvoj polohy ¢éastice v ¢ase. Poc¢ateénimi podminkami ¢;(0), ¢2(0), ¢1(0) a ¢2(0) je potom
pohybovy stav této mechanické soustavy (¢astice) v kazdém okamziku jednoznacné urcen.

Je vhodné si vS§imnout, ze ¢astici vazané na plochu se nyni snizil pocet nezavislych soutradnic
ze t11 kartézskych x1, ro a x3 na dvé zobecnéné ¢ a ¢o, jez pro urceni pohybu castice zcela
postacuji. Tento typ holonomni vazby tedy ¢astici odebira 1 stupen volnosti.

Priklad 1.6 Télisko o hmotnosti m, jez je nabito ndbojem ¢ > 0, mize bez tfeni klouzat
po plose ve tvaru plasté kuzele s vrchovovym thlem 25. Do vrcholu kuzele je pevné umisténa
castice nabita nabojem () > 0. Télisko se pohybuje v tihovém poli Zemé charakterizovaném
tthovym zrychlenim g rovnobéznym s osou kuzele tak, ze se kuzel zuzuje ve sméru g. Zvolime
kartézsky souradny systém takovy, ze osa x3 mifi v opacném smeéru nez vektor g a pocatek
tohoto soutadného systému se nachéazi ve vrcholu kuzele, viz obr. vlevo.

N

rsing N

L3 Ly

d’l"
N

rsing\ /e dr{?

trajektorie___

Obrazek 1.7: Vlevo: Télisko o hmotnosti m nabité ndbojem ¢ bez tfeni klouze po plose tvaru
kuzele o vrcholovém tihlu 25 v tihovém poli Zemé. Ve vrcholu kuzele je pevné umisténa castice
nabitd ndbojem (). Vpravo: Geometricky vyznam vektort drgl) a dr§2).

18Tyto Gvahy rozvijime v Dodatku 1, viz vztah 1' na str. m
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Pokud ma télisko po plose klouzat, jsou kladeny podminky na jeho polohu a tato plocha
tedy predstavuje holonomni vazbu["]

Parametrické rovnice kuzelové plochy, které jsou obecné vyjadieny funkcemi , nalez-
neme zavedenim dvou sférickych soufadnic r a ¢ (tthel 8 je pevné dan tvarem kuzelové plochy)
podle obr. [1.7] vlevo.:

x1(r, ) = rcos @sin f, xo(r, ) = rsin@sin f, x3(r) = rcos . (1.52)
Lze se snadno pfesvédcit o tom, zZe z téchto rovnic plyne vztah
JI%—FI%—'—Z’g =r;-r :7"2. (153)

Protoze souradnicemi r a ¢ je poloha téliska na plose jednoznac¢né urcena, tyto dvé soutadnice
predstavuji zobecnéné souradnice dané mechanické soustavy tvorené samotnym téliskem. In-
finitezimalni zmény dr a dp uréi mozna posunuti téliska po plose vyjadrené obecnymi vztahy

(1.47). Z (1.52) tedy dostédvame:

) _ (Om 0wy v, in 3, sin s _n
dry’ = < 5 B By > dr = (cos psin 3, sin @ sin 3, cos §)dr = . dr, (1.54)
drgz) = (aa—fpl, aa—fj, %—f;) de = (—sin g, cos p, 0) rsin Sdep. (1.55)

Je zfejmé, ze vektor drgl) ukazuje ve sméru polohového vektoru ry, tedy v tecném sméru ke
kuzelové plose, po niz se télisko pohybuje. Vektor dr§2) ma tieti slozku odpovidajici sméru osy
x3 nulovou. Zbyvajici dvé slozky naznacuji, Ze je tento vektor kolmy k primétu r; do roviny
x1x9. Oba vektory drgl) a drgz) mozného posunuti téliska po kuzelové plose véetné geometrie
celé situace jsou znazornény na obr. vpravo. Vidime zde, ze i dr?) je tecny ke kuzelové
plose a zaroven je kolmy k drgl), jak jsme pred tim vysvétlili.

Tento priklad nas vede k tomuto dilezitému zjisténi: Infinitezimalni zména dr udava po-
sunuti ¢astice po plose ,,ve sméru® zobecnéné soutradnice r, zatimco infinitezimalni zména dy
udava posunuti ¢astice po plose podél oblouku 7 sin fdy ,ve sméru“ zobecnéné souradnice .

Na télisko, jehoz polohu udéavaji kartézské souradnice polohového vektoru ry = (x1, z2, x3),
zde piisobi dvé vtisténé sily: tihova sila Zemé

G =mg = (0,0, —-myg)

a elektricka sila ¢astice nabité nabojem @, kterou urc¢ime z Coulombova zakona:

1 Q@ 1 qQ
b= A
Areq [e1|? [ra| - dmeo (22 4 22 4 42

T1, T2, x3) .

)3/2 (

Potencidlni energie této mechanické soustavy (téliska) tedy sestava ze dvou ¢lenti zastupujicich
obé sily:
1 qQ

)
dmeo \/2? + 22 + 22

nebot vysledné silové ptisobeni téchto dvou sil vyjde

1 qQ

Am0 (a3 + 25 + o3

V(x1, xe,x3) = mgrs + (1.56)

=V, V =(0,0,-mg) + r1,%9,73) = G + Fg.

e (

19Jde opét o jednostrannou holonomni vazbu, nebot normalové sila plochy miize na télisko ptisobit pouze
,»Z jedné strany“ podobné jako tahova sila lanka v pfedchozim piikladu.
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Uzitim parametrickych rovnic (1.52), které predstavuji transformacni vztahy popisujici
prechod od t¥i kartézskych soutadnic (x1, s, x3) ke dvéma zobecnénym soutfadnicim (r, @),
pfepiseme potencialni energii ((1.56)) s prihlédnutim k ((1.53)) jako funkeci zobecnéné soufadnice
r takto:

V(r) = mgrcos f + ﬁ
dmeg T
Zobecnéné sily ([1.49) a (1.50) potom vyjdou nésledovné:
oV 1 qQ
O = g =TSPt e
oV
= ——=0.
Q2 e

Zamyslime-li se nad témito dvéma vysledky, zjistime, Zze zobecnéna sila ()1 predstavuje praimét
vyslednice sil G + Fg do sméru zobecnéné soutradnice r, zatimco zobecnéna sila ()o znamena
prumeét této vyslednice do sméru urceném zobecnénou soutradnici . Protoze obé vtisténé sily
maji do tohoto sméru nulovy priimeét, i zobecnéna sila ()5 je zde nulova.

Funkce r(t), ¢(t) potom uréuji zavislost obou zobecnénych souradnic na ¢ase a 7, ¢ jsou
prislusné zobecnéné rychlosti. Témito veli¢inami je vyvoj pohybového stavu mechanické sou-
stavy (téliska) jiz jednoznaéné urcen.

Opét se nebudeme zabyvat samotnym pohybem téliska, nebot zatim neméme k dispozici
pohybové rovnice ve vhodném tvaru. Cely rozbor jeho pohybu je rozveden az v tloze na
str. B3l

1.5.4 Dvé éastice vazané k sobé

V mnoha tulohach se setkame s mechanickymi soustavami, ve kterych je poloha jedné castice
svazana s polohou druhé ¢astice, napriklad tak, ze maji neustale stejnou Vzdélenost.[f_cl Budeme
tedy studovat soustavu sestavajici ze dvou &astic (N = 2) majicich slozky svych polohovych
vektort

ry = (I1,$2,$3) ) ry = (I4,$57$6),

pficemz poloha ¢astice 2 je svizana s polohou &astice 1 nasledujicim zptisobem: Céstice 2 se
muze pohybovat pouze po dané plose, jez se pohybuje spolu s ¢astici 1 podle obr. [1.8 Je-li
takovou plochou napi. povrch koule, jejiz stied je neustale totozny s ¢astici 1, pro polohu
¢astice 2 by platila podminka

Ity — 11| = \/(m4 — xl)2 + (x5 — x2)2 + (26 — xg)2 =1, (1.57)

kde [ je polomér této koule. Tato konkrétni vazba zajistuje konstantni vzdalenost mezi obéma
casticemi.

Protoze vazba mezi ¢asticemi, které se hodlame vénovat, klade podminky pro polohy ¢astic
(nikoli rychlosti), jde o vazbu holonomni. Céstice 1 m4 hmotnost m; = my = msy, ¢astice 2
ma hmotnost my = ms = mg a obé se pohybuji v poli konzervativnich sil, jejichz slozky jsou
rovny zaporné vzatym parcidlnim derivacim potencidlni energie V(zy,xa,...,26) = V(;)
podle prislusné kartézské souradnice ;. Na kazdou z castic tedy ptisobi prislusné vyslednice

20Takova vazba mtize byt realizovana tim, Zze obé& &astice umistime na opa¢né konce nehmotné tuhé tyce.
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castice 1
My = 1My = 17

7 Fo—Iy
Plocha spojené N
s Castici 1. Po ni r \ ‘Qééstice 9
se pohybuje c¢astice 2.

m, = my = my
L3

G,

x
z, 2

Obrazek 1.8: Castice 2 se pohybuje po plose, kterd je pevné spojena s ¢astici 1 (rtizova plocha).
Na obé castice ptisobi vtisténé konzervativni sily G; a Go a vazbové normalové sily N; a No.

téchto sil Gy = (G1, Go, G3) a Ga = (G4, G5, G) se slozkami”]]

ov .
Gi= =g (i=1,2,...,6), (1.58)

jez jsou zde zjevné vtisténymi silami, nebot jejich velikosti a sméry plisobeni zndme predem
z tvaru funkce V(z;).

Dale na kazdou z Castic ptisobi normalové sily takové, aby se ¢astice 2 pohybovala viici
¢astici 1 zptisobem, ktery urcuje holonomni vazba. Normalova sila piisobici na castici 1 ma
slozky Nj = (N1, Ny, N3) a normélové sila piisobici na éastici 2 ma slozky Ny = (Nyg, N5, Ng),
o kterych mizeme Fici jen to, Ze pro né plati tfeti Newtontv pohybovy zékon (zakon akce a
reakce)

N;=-N;, = N, = —]\747 Ny = —N5, N3 = —Ng. (159)

Tyto sily jsou vazbovymi silami a jejich velikosti a sméry bychom mohli znat az poté, co
bychom vyftesili pohybové rovnice uvazované mechanické soustavy (sestavajici z obou ¢astic).
Vsechny piisobici sily jsou ukdzany na obr. [1.8]

Pohybové rovnice jsou v kartézskych souradnicich pro ¢astici 2 zfejmé ve tvaru

My = Gy + Ny, msis = G5 + Ns, meie = Gg + Ng,
coz muzeme snadnéji vyjadrit pomoci indexu i:
Miy3Zi13 = Giyz + Nigs (i=1,2,3). (1.60)
Pohybové rovnice pro ¢astici 1 s ohledem na jsou pak nasledujici:
miZ1 = G1+ Ny =Gy — Ny, moiis = Gy + Ny =Gy — N5, maiz =Gz + N3 =Gz — Ng,

neboli

21Castou vtisténou silou byva tihova sila. Proto i slozky vyslednice vtisténych sil, pokud jich piisobi vice,
budeme obecné oznacovat GG;. V minulém pfikladu jsme naptiklad objevili vedle tihové sily i elektrostatickou
silu, ktera byla dalsi vtisténou konzervativni silou.
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Jak jsme to ucinili jiz dvakrat v predchozich odstavcich, geometrizaci tlohy se pokusime
tyto pohybové rovnice prepsat do takovych tvart, v nichz nebudou vystupovat neznamé slozky
N3 normalové sily. Toto opét provedeme prechodem od kartézskych soutradnic k zobecnénym
souradnicim.

Vidime, Ze polohy obou c¢astic budou jednoznacné urceny pomoci tii kartézskych sourad-
nic ¢astice 1 a dvou kartézskych soufadnic ¢astice 2, nebot tieti jeji kartézska soufadnice jiz
plyne z predchozich a z vazbové podminky, jejiz piiklad jsme uvedli vztahem (1.57). Jak jsme
popsali v predeslém odstavci, je-li ¢astice vazana na plochu definovanou obecné parametric-
kymi rovnicemi s dvéma parametry, pro eliminaci vazbovych sil bude potieba ptejit k popisu
polohy dané ¢astice pomoci téchto parametri, viz vztah a dale. Polohy obou castic tedy
budeme urcovat péti zobecnénymi soutfadnicemi g;, kde j = 1,2,...,5. Prvni tfi zobecnéné
soufadnice jsou identicky rovny prislusnym kartézskym soutadnicim castice 1

961((]1) =, 372(6]2) = (2, 553((]3) = (3,

coz muzeme pomoci indexu ¢ zkracené zapsat takto:
zi(q;) = ¢ (1=1,2,3). (1.62)

Zbyvajici dvé zobecnéné souradnice g4 a g5 urcuji polohu castice 2. Ta se ma pohybovat vici
¢astici 1 po dané plose, jez se neustale s ¢astici 1 posouva. Transformacni vztahy pro kartézské
soufadnice castice 2 tedy napiSeme ve tvaru

Ta(qr, qa 5) = @ + 24(qa, ¢5),  ©5(q2, 04, @5) = @@ + 25(qu, 05),  6(q3, 04, G5) = 5 + 26(qas @5),

neboli
Ti+3(Qi 41, G5) = @i + T} y5(q4, 5) (1=1,2,3). (1.63)

Rovnice

vy = 2y(q4, 45), 5 = w5(qa, G), v = 75(q4, 45) (1.64)
predstavuji parametrické rovnice urcujici danou plochu, po niz se ¢astice 2 pohybuje. Stavba
rovnic (1.63)) napovid4, Ze se tato plocha opravdu neustdle posouvéa s ¢astici 1, nebot funkce
@y, x5 a xy jsou ziejmé kartézské soufadnice vektoru vzajemné polohy ¢éstice 2 vici ¢astici 1,
viz obr. [L.&

v/ = (2,25, 25) =19 — 11 = (¥4 — T1,T5 — To, T — T3) . (1.65)

Déle urcime infinitezimalni posunuti obou ¢astic tak, ze vypocitame diferencialy transfor-
macnich rovnic (1.62)) a (1.63)). Slozky posunuti ¢astice 1 mizeme formalné zapsat takto:

_ sy

dg;
Slozky posunuti ¢astice 2 jsou nasledujici:
0x;43 0%y 3 0x;43 xh oz}, 4 ,
dl’i 3 = d(]Z + dQ4 + dQ5 = d(]Z + a dQ4 + it d(]5, 1= 17 2, 3). (1.67
T g, 9q4 9gs 9q4 9gs ( - (167)
Pro dspornéjsi zapis vyuzijeme této vlastnosti parcialni derivace: Pokud dand kartézska sou-
fadnice z; (i = 1,2,...,6), neni funkci nékteré ze zobecnénych soutadnic ¢; (j = 1,2,...,5),

je prislusna parcialni derivace nulova. Mtzeme tedy vSechny slozky posunuti dz; obou castic
uréené vztahy (1.66) a (1.67) zkracené vyjadiit pomoci indext i a j takto:

5
6% .
do; =) a—qjdqj (i=1,2,...,6). (1.68)

j=1
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Vektor infinitezimalniho posunuti ¢astice 1
dI'1 = (dq17 dQ2> dQ3) (169)

je trivialni, avSak vektor infinitezimalniho posunuti ¢astice 2 stoji za povsimnuti. Lze jej totiz
zfejmé rozlozit na tfi vektory:

ox!, oxL Ox’ ox!, oxt 0x'
dry = (dg, dge, dgs) + 15 6)d +< 15 6>d . 1.70
2 = (dg1, dgz, dgs) (8614 0qs’ O0qu Q4 dgqs " Ogs " Ogs I (1.70)

Prvni vektor v je ptimo infinitezimalni posunuti dr; ¢astice 1 a znamena to tedy takové
posunuti castice 2, pii kterém se nezménila vzajemna poloha obou ¢astic. Jinymi slovy feceno:
Pti tomto posunuti se obé Castice premisti jako jeden celek, aniz by nastala zména jejich
vzdalenosti ¢i otoceni. Toto posunuti je ukdzano na obr. vlevo.

Druhé dva vektory

ox, Ozt 0x ox!, ozt O«
drl) = ( 4 5,—6> dqu, ar? = ( 4 5,—6> d 1.71
2 9q:’ 0qu 01 ) 1 2 0qs’ 9gs’ 0gs ) P (1.71)

pro zmeénu popisuji posunuti ¢astice 2 vic¢i nehybné ¢astici 1, nebot pfi pouziti parcidlnich
derivaci se povazuji proménné, podle nichz se nederivuje, za konstantni. Vektory drg) a drgZ)
tedy predstavuji posunuti ¢astice 2 v teéném sméru po (v daném okamziku) nehybné plose
spojené s Castici 1 a tato posunuti tedy museji byt kolmé k normélové sile Ny, viz obr. [I.9]

vpravo.

Castice 1

x
z 2

Obrazek 1.9: Vlevo: Infinitezimalni posunuti dr; obou ¢astic véetné plochy, ktera je svazana

s Castici 1. Pri tomto posunuti nedoslo ke zméné vzajemné polohy obou ¢astic. Vpravo: Infi-

nitezimalni posunuti drgl) a drgZ) Castice 2, pri¢emz castice 1 je nyni nehybna. Vektory drg),

drg) a Ny jsou vSechny tfi navzajem kolmé.

Plati tedy

v, 01! o, 0!

N2 : dl‘él) = 8 ;qu4 + NS@ ZNH_?) 3 dQ4 = O (172)
N da! ox!

N, - dr? = ax:dq5+N5 8q: ZN,+3 “ g =0, (173)
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Protoze jsou zobecnéné soutfadnice ¢4 a g5 nezavislé, jsou navic i oba vektory drél) a drgz) na
sebe kolmé, jak jsme jiz zjistili v predchozim odstavci.

Nyni opét kazdou z pohybovych rovnic a vynasobime odpovidajici slozkou
infinitezimalniho posunuti a vSechny rovnice secteme:

6 6 3
=1 =1 =1

Posledni suma na pravé strané rovnice, do niz z (1.66]) a ((1.67) dosadime za dz;,

3 3 3
Z (= Niysdw; + Nipsdaiyz) = — Z Niysdx; + Z Nijzdwips =

i=1 =1 i=1

- - Oz Oz
= =) Nigadgi+ ) (Ni-l-?:d(_h' + Niys 8:;3 dgs + Nipz—= dC]s) =
i=1 i=1 4

3 3 3
o}
= =) Nisdg+ > Nigsdgi+ > Nigs 8q+3
i=1 i=1 i=1 4

vyjde nulova, protoze se prvni dvé sumy odectou a podle a jsou druhé dveé rovny
nule.

Zamysleme se nad tim, pro¢ k tomu doslo. Eliminace slozek N;,3 normélovych sil totiz
nyni probiha ve dvou krocich: Prvni dvé sumy

3 3
— Z Nit3dg; + Z Nijsdg; =0
i=1 i=1

se tykaji spolecného posunuti dr; obou ¢astic. Jde tedy o transla¢ni pohyb mechanické soustavy
jako tuhého télesa, ve které jsou sily Ny a N; (= —Nj) vnitinimi silami a tudiz se vyrusi.
Transla¢ni pohyb je potom dan pouze vnéjsimi (vtiSténymi) silami. Proto jsou v obr. [1.9|vlevo
zakresleny pouze sily G a Gs.

Zbyvajici dvé sumy

E 0xl, 4 ’ 0x), 5
N; gy = 0, N; T dgs =0
1-21 +3 8q4 44 ZZ1 +3 8q5 qs

vznikly z pohybu samotné ¢astice 2 po (nehybné) plose svazané s ¢astici 1. Zde sice pusobi
vsechny sily, jak ukazuje obr. vpravo, avSak tento pohyb je kolmy k Ny (i N;). Proto jsou
oba skalarni souciny, jez jsou rovny témto sumam, také nulové.

Potom, pouzijeme-li zapisu vsech slozek posunuti dx; pomoci indexti ¢ a 7, viz , vztah

(1.74) se zredukuje na tvar

° Ox; ° O

j=1 i=1 j=1 i=1

Pravou stranu rovnice pievedeme nalevo, za G; dosadime z (|1.58)) a dostavame

5 6 6
Z (Z mzxza—qj + ZZI 3xzc9_qj> dg; = 0. (1.75)
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Potencialni energie byla ptivodné funkci kartézskych soutadnic x;. Avsak pii prechodu k zo-
becnénym soufadnicim ¢; je obecné kazda kartézska soufadnice x; funkci (nékterych) g;, tj.

Vi(zi) = Vizi(q1); v2(q2); 3(q3); 4(q1, 44, 45); ©5(q2, Qa, G5); 76(03, 44, 45)] = V]wi(gy)]-

Druhé suma v zavorce v rovnici tedy zifejmé predstavuje parcidlni derivaci potencialni
energie V' podle piislusné zobecnéné soufadnice ¢;. ProtoZe jsou déle vSechny zobecnéné sou-
fadnice ¢; nezavislé, musi byt v rovny nule vSechny zavorky, aby rovnice pii jakékoli
volbé jednotlivych dg; vzdy platila. Vysledkem tedy je pét pohybovych rovnic ve tvaru

6 6
ML — = — =———=0. =1,2,...,5). 1.76
Z-Zl 9q; ZZI Ox; 0g, dq; Q; (U ) (1.76)

Opét se ndm podatilo vyloucit slozky normalovych sil N; a Ny dokonce i v tomto pfipadé,
kdy je plocha, po které se pohybuje ¢astice 2, pevné svazana s ¢astici 1, a tudiz se tato plocha
obecné pohybuje se zrychlenim. Zustavaji pouze vtisténé konzervativni sily vyjadrené péti
slozkami zobecnénych sil @);. Protoze z piivodnich Sesti kartézskych soufadnic x; jsme presli
k péti zobecnénym soufadnicim g;, tato vazba odebira jeden stupeti volnosti.

Pokud by nebyla ¢astice 2 vazana vzhledem k ¢astici 1 na plochu, ale na néjakou kiivku,
postupovali bychom stejné, jen by byly pouze ¢tyfi zobecnéné soutadnice: prvni tii by byly
opét identicky rovny kartézskym souradnicim cCastice 1 a ¢tvrta by predstavovala parametr,
ktery by vystupoval v parametrické rovnici dané krivky. V tomto pripadé by tedy pocet stupnt
volnosti klesl o dva.

Je mozné ukazat, ze pokud existuje vice holonomnich vazeb, 1ze uvedené postupy kom-
binovat a v takovém pfipadé se jednotlivé poklesy stupni volnosti sc¢itaji. Napiiklad: Je-li
castice 2 vazana na kfivku spojenou s ¢astici 1, ktera je dale vazana jesté na néjakou jinou
kiivku, potom pocet stupni volnosti mechanické soustavy téchto dvou castic klesne z piivod-
nich Sesti celkem o ¢tyfi: dva stupné volnosti odebere vazba mezi Casticemi a o dalsi dva se
snizi v dusledku vazby ¢astice 1 na kiivku. Tato situace je ukézana v nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.7 Zavazi o hmotnosti m je nehmotnym lankem délky [ spojeno s télesem o hmot-
nosti M, jez se miize pohybovat po primce. Téleso M je dale pripojeno k jednomu konci
nehmotné pruziny o tuhosti k, jejiz druhy konec je pevny. Na tuto mechanickou soustavu
pusobi tihova sila, jez je charakterizovana tihovym zrychlenim g. Pruzina je orientovana rov-
nobézné s primkou, po které se téleso M pohybuje, zatimco g je k této primce kolmé. Zavazi
m se miize pohybovat jen v roviné urcené piimkou a vektorem g.

Osy kartézského souradného systému zorientujeme tak, ze pohyb obou téles bude probihat
Vv roviné x1rs, priCemz osa o je rovnobézna, opacné orientovana k vektoru g, tzn.

g = (07 -9, 0)

Osa z1 je rovnobézna s primkou, na kterou je vazano téleso M. Pocatek soustavy umistime
do polohy tohoto télesa, ve kterém neni pruzina zdeformovana. Geometrie tlohy vcéetné volby
soufadného systému je ukdzana na obr.
Vzhledem k tomu, Ze téleso M je vazano na pevnou piimku rovnobéznou s osou xy, tzn.
na kfivku danou rovnicemi
To = O, T3 = 0, (177)

prvni zobecnénou souradnici zde bude pfimo kartézska soufadnice x1, nebot zaroven predsta-
vuje i parametr této kiivky.
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Obrazek 1.10: Téleso o hmotnosti M je ptfipevnéno k vodorovné pruziné o tuhosti k. Na toto
téleso je nehmotnym lankem délky [ privazano zavazi o hmotnosti m. Na tuto mechanickou
soustavu piisobi tihova sila charakterizovana tihovym zrychlenim g.

Zavazi m se v disledku vazby reprezentované lankem muze pohybovat vici télesu M po
kiivce ve tvaru oblouku kruznice o poloméru [, jejiz stted se nachazi v poloze télesa M a
neustale se spolu s nim pfresouva. Nejdfive se proto zaméiime na vektor vzajemné polohy
obou téles, ktery jsme obecné vyjadrili vztahem ([1.65))

r' = (9521755/5735%) =Ty — I = (334 — X1,T5 — T2,T — 5U3)-

Parametrické rovnice pro kruznici obsahuji jeden parametr reprezentovany thlem 6 odklonu
lanka napt. od svislice, viz obr. [1.10, Slozky vektoru vzajemné polohy (|1.64)) napiSeme pomoci
téchto parametrickych rovnic, jez jsou ve tvaru:

2, (0) = lsin 6, z5(0) = —lcosb, x5 =0.
Kartézské soufadnice zavazi m ukdzané na obr. tedy budou podle (1.63)) tyto:
z4(x1,0) = 21 + 2y =21 +1sinb, w5(0) =z + a5 = —lcosl, xg=u1x3+x5=0. (1.78)

Vazbova podminka svazujici polohy obou téles tedy je proto obdobné k podmince ((1.57)),
kterou jsme uvedli jako priklad v itvodu tohoto odstavce:

It = 1] = /(@1 — 21)? + (5 — 2)* + (w6 — 25)° = .

Vtisténé konzervativni sily pisobici na mechanickou soustavu (tvofenou obéma télesy) jsou
tihové sily G ptisobici na téleso M a Gy plisobici na zavazi m:

G, =Mg=(0,—Mg,0), G, =mg = (0,—mg,0).

Na téleso M déale jesté pusobi pruzna sila tmérné jeho kartézské soutadnici x1, nebot jsme
pocatek soufadné soustavy umistili do bodu polohy télesa M, ve kterém neni pruzina zdefor-
movana. Vektor pruzné sily tedy ma slozky

F1 = (—k’ZL‘l, 07 0)

Potencialni energie V' této mechanické soustavy je tedy v kartézskych souradnicich vyjadiena
funkeci
V =V(ry,x9,25) = %kx% + Mgz + mgxs,
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protoze

oV oV oV
—Vr1V = — (8_:E17 8—1‘2, a—mg> = (—]{?1’1, —Mg,O) = G1 —|—F1,

oV oV oV
_VrQV = — <8_J,'47 6_3357 8—%> = (0,0, —mg) = G2

jsou vyslednice vtisténych sil piisobicich na kazdé z téles. Prejdeme-li od kartézskych soutrad-
nic k zobecnénym prostfednictvim parametrickych rovnic ([1.77) a (1.78)), potencidlni energii
mechanické soustavy nalezneme ve tvaru

Vizy, 2o = 0,25(0)] = V(21,6) = Ska} — mgl cos 6.

Tahové sily T pusobici na téleso M a Ty ptsobici na zavazi m jsou silami holonomni
vazby lanka, jejichz slozky nezname, dokud nezjistime vyvoj pohybového stavu mechanické
soustavy.

Normalovou silu Ny piisobici na téleso M v dtsledku jeho vazby na osu z; jiz zde ne-
uvadime, nebot eliminace jejich slozek probéhla pfechodem k zobecnéné soutradnici x; jako
parametru piimky totozné s osou x;. To, Ze tyto slozky ve vyslednych rovnicich opravdu
nevystupuji, jsme jiz ukdzali v odstavci na str. 22

Mechanickd soustava tedy méa dva stupné volnosti, nebot poloha obou téles je jednoznacné
ur¢ena dvéma zobecnénymi soufadnicemi x; a 6. Infinitezimalni zmény obou zobecnénych
soufadnic urcuji jejich infinitezimalni posunuti. Slozky posunuti télesa M jsou podle ((1.69)
nasledujici:

dry = (dz4,0,0),

slozky posunuti zévazi m uzitim ({1.70]) jsou tato:

%d@, 75 49 o) = (dz1,0,0) + (Icosdb, Isin0d,0) = dr; + dr’”,

drgz(dI1,0,0)+ ( 90

kde
drgl) = (cos#,sin0,0)1d0.

Vektor dr; tedy predstavuje posunuti mechanické soustavy obou téles ve sméru osy x; o dx
jako celku. Toto posunuti miZze zde byt ovlivnéno pouze vtisténou silou F; od pruziny, nebot
jediné ta pusobi v tomto sméru. Tahové sily Ty a Ty (= —T53) jsou pro transla¢ni pohyb obou
téles jako celku vnitinimi silami, a proto se pii tomto posunuti vyrusi.

Vektor drél) naopak vyjadiuje posunuti zavazi m vicéi nehybnému télesu M ,ve sméru”
zobecnéné soutadnice 6 o df, tedy v tecném sméru k oblouku kruznice, jejz opisuje vici télesu
M. Zde sice ptisobi vSechny sily, avsak posunuti drg) je kolmé k Ty, ¢imz dojde k eliminaci
jejich slozek, pokud se objevi skalarni souc¢in T -drgl). Obé posunuti jsou ukazana na obr. .

Pohyb mechanické soustavy potom bude urcen fesenim rovnic ((1.76)) ve tvaru

. . Ox ov
M._'L'l + mﬂf;la—x;l = _a_ml = —kl’l = Ql (179)
miq—o + mis—y =~ 55 = —mglsind = Q. (1.80)

Vidime, ze zobecnéna sila ()1 pfedstavuje ptisobeni vtisténych sil ,,ve sméru“ zobecnéné sourad-
nice z1, coz je pouze sila od pruziny F; = (—kx1,0,0). Zobecnéna sila Qg vyjadiuje plisobeni
vtisténych sil ,,ve sméru“ zobecnéné souradnice 6. Tato zobecnéna sila je rovna nenulové slozce
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Obrazek 1.11: Vlevo: Infinitezimalni posunuti télesa M i zavazi m jako celku o dr;. Pii tomto
pohybu se soustava chova jako translacné se pohybujici tuhé téleso, kdy se tahové sily lanka
jako vnit¥ni sily vyrusi. Zistava pouze sila F; od pruziny ptsobici ,ve sméru“ x;. Vpravo:
Infinitezimalni posunuti dr21) zavazi m ,ve sméru“ #, pricemz téleso M je nehybné. Tahova
sila Ty ptisobici na zavazi m je kolméa k posunuti drgl) , a proto Ty - drél) = 0.

momentu sily Ms, kterym ptisobi tihova sila G, na zavazi m vzhledem k télesu M, ve kterém
je lanko zavéseno:

M, =1’ X Gy = (Isinf, —lcos6,0) x (0, —mg,0) = (0,0, —mgl sinb).

Regenim rovnic a budou funkce x;(t) a 6(t), jejichz derivace podle ¢asu & (t)
a Q(t) jsou zobecnéné rychlosti, které zde maji tento fyzikdlni vyznam: zobecnéna rychlost
i1(t) vyjadiuje, jak rychle se celd soustava pohybuje podél osy ; a zobecnéné rychlost 6(t)
je okamzita thlova rychlost, se kterou se zavazi m otaci okolo télesa M.

Spolu s podateénim podminkami z;(0), 8(0), 41(0) a 6(0) bychom jiZ v§voj pohybového
stavu této soustavy jednoznacné urcili.

Samotny pohyb této mechanické soustavy je vySetien az v tiloze[1.8.5| na str. [64] nebot stale
jesté nemame pohybové rovnice, které obsahuji pouze zobecnéné souradnice. Jejich nalezeni
se vSak budeme vénovat jiz v nasledujicim odstavci.
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1.6 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (poprvé)

Ukazali jsme, ze v pfipadé vazanych ¢astic jsme schopni z ptivodnich pohybovych rovnic eli-
minovat vsechny neznamé slozky vazbovych sil, pokud prejdeme od 3N kartézskych souradnic
x; k M zobecnénym soufadnicim ¢; jako parametrd v rovnicich definujicich kiivky a plochy
danych vazeb. Vysledek byl stejny, at $lo o ¢astice vazané na libovolnou kiivku, viz
na str. libovolnou plochu, viz a na str. 27} ¢ jedna k druhé, viz (1.76) na
str. . Kiivky i plochy, na které jsou ¢astice vazany, se dokonce mohou jakkoli (i se zrychle-
nim) pohybovat. Obecné transformaé¢ni vztahy mezi kartézskymi souradnicemi a zobecnénymi
souradnicemi

i = xi(q1, 92, - -, o, t) (1=1,2,...,3N) (1.81)

potom museji obsahovat i cas t.
Ve vsech pripadech se podafilo samotné pohybové rovnice nalézt v obecném tvaru

Zmii‘i% - _a_y (j=1,2,..., M), (1.82)

kde pocet zobecnénych souradnic M rovnéz znamenda i pocet stupnd volnosti mechanické
soustavy. Ten ziskame nasledujicim postupem: Je-li néktera castice vazana na kiivku, snizi se
puvodni pocet 3N stupnu volnosti mechanické soustavy o dva, je-li vazana na plochu, snizi se
o jeden. Kazdé vazba takto postupné snizuje pocet stupnti volnosti, az jich nakonec ztistane
M. Zobecnéné souradnice jiz jednoznac¢né stanovi polohy vSech N ¢astic ve shodé s vazbami.

Infinitezimalni zmény zobecnénych soufadnic dg; uréuji pouze takova posunuti jednotlivych
castic, ktera jsou vazbami dovolena. Zobecnéné sily

Q=— (Gj=1,2,...,M), (1.83)

9q;
predstavuji silova ptisobeni vtisténych konzervativnich sil na danou mechanickou soustavu
¢astic ,,ve sméru® prislusné zobecnéné souradnice g;. Zobecnéné rychlosti

—r)

U=
udévaji, jak rychle se ¢astice pohybuji ,,ve sméru“ dané zobecnéné souiadnice g;, jenz vazba
dovoluje.

Pohybové rovnice ve tvaru vsak stale jesté obsahuji téz i druhé derivace kartézskych
soufadnic podle ¢asu Z;. Tento tvar pohybovych rovnic tedy zatim neni zcela vyhodny, jak
by mohl byt. Proto jsme se v predeslych ptikladech konkrétnich mechanickyjch soustav ani
nepokouseli tyto pohybové rovnice fesit, ale odkazali jsme se az na tlohy v prespiistim odstavci
poté, co vyhodny tvar pohybovych rovnic nalezneme a popiseme nékteré obecné metody jejich
integrace.

Chceme se tedy vénovat tomu, abychom ziskali nové pohybové rovnice, jez budou plné
obsahovat pouze zobecnéné soufadnice g¢; a zobecnéné rychlosti ¢;. Vyjdeme z pohybovych
rovnic v kartézskych soutadnicich ve tvaru (|1.25))

d /0T 1% _
T (85@-) =5 (i=1,2,...,3N) (1.85)

(J=12,...,M), (1.84)

a pro prechod od kartézskych soufadnic ke zobecnénym pouzijeme transformacénimi vztahy

ESD). o

z; = xi(q, @2y -, qur, t) = 24(gj,t) (1=1,2,...,3N). (1.86)
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Zkoumejme parcialni derivaci kinetické energie T' mechanické soustavy podle zobecnéné rych-
losti ¢;. Nezapomindme pii tom na to, Ze kinetickd energie byla ptivodné funkci vSech kar-
tézskych slozek rychlosti, tj. T = T'(&1, 42, . .., Z3y). Hleddme tudiz vSechny mozné explicitni
zavislosti kartézskych slozek rychlosti #; na dané zobecnéné rychlosti ¢;. Parcidlni derivaci
tudiz nalezneme ve tvaru
OT N OT di
0q; — 0x; 0q;

(1.87)

Kazda kartézska slozka rychlosti je rovna totalni derivaci x; podle ¢asu. Vzhledem k (|1.86)

tedy dostavame

b= =Y St 4 (1.88)
dt = 8q] ot

Zde si vS§imejme, Ze kartézské souradnice rychlosti ; jsou obecné funkcemi nejen vsech zobec-
nénych soufadnic ¢; a Casu t, jak vyplyva z transformacnich vztaht (1.81), ale navic i vSech
zobecnénych rychlosti ¢;, tj.

Z (1.88]) potom plyne, ze
0q;  Oq;’

nebot suma v ([1.88]) obsahuje pouze jediny ¢len s ¢; (pro dané j) a ten je navic pfimo Gmérny
¢;. Parcialni derivace T" podle ¢; uvedena v (1.87) tak nabyva tvaru

OT <~ OT Ox;
8%‘ i1 ax, 8q]‘ ’

Nyni provedeme totalni derivaci podle ¢asu této parcialni derivaceﬂ

d (or aT dr;\ %i oT dx;\
0x; or d (0dx;
a Z dt <8a:l> Jq; lz: di; dt (aqj) ' (1.50)

Nejprve prozkoumame prvni sumu. Tu miZeme za pomoci vztaht (1.6]) na str.|[12|a pohybovych
rovnic ([1.82)) pfepsat do tvaru

3N

N LA 1.91
Z de (3%) dq; z::m ! dq; dq; (1.9)

i=1

nebot stale pouzivame jen takové zobecnéné souradnice, abychom eliminovali vazbové sily. Ve
druhé sumé ve vztahu ([1.90]) prozatim rozepiseme pouze ¢asovou derivaci

— . (1.92)
22Pouzivame pritom béznjch postupt pii derivovani: derivace sumy je rovna sumé derivaci a dale pak

derivace soucinu funkeci je rovna souctu derivace prvni funkce nasobené nederivovanou druhou funkci a derivace
druhé funkce nasobené nederivovanou prvni funkci.
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Uvédomujeme si pfitom, Ze derivovana funkce 0z;/0q; je vzhledem k transformac¢nim vztahtim
(1.86]) rovnéz obecné funkei vSech zobecnénych soutfadnic ¢; a také Casu t. Jeji totalni derivace
podle ¢asu tedy bude nasledujici:

0x; o0x; \ . 0 (0Ox;
Z = | &+ .
0q; Oqr \ 0g; ot \ g,
Protoze proménné ¢; a t jsou nezévislé a déle predpoklddame, ze funkce x; jsou ve vSech
bodech diferencovatelné, nezalezi na poradi smiSenych parcialnich derivaei@ Potom

ai\ag ) = 295 \aa) oy L )
q; 1 q; qk q;

Jelikoz ¢leny v sumé jsou nyni derivovany nejprve podle g, a sumace probihd pfes index k,

miizeme sumu derivaci podle ¢; vyjadiit jako touz derivaci celého souc¢tu vSech zucastnénych

¢lent: y
5 (50) -ar (;a—qkqﬁE) '

Posledni zavorka vsak zfejmé predstavuje totalni derivaci x; podle ¢asu, viz (1.88]). Pro vyraz
(11.92) tedy plati

Vratime-li se zpét k ((1.90), s pfihlédnutim k tomu, co jsme pravé zjistili, dostavame

d (8_T) _ OV, 0T 0
8qj an i—1 8961 aq]' .

Protoze kineticka energie T" mechanické soustavy byla ptivodné funkci pouze vSech kartézskych
slozek rychlosti #;, je posledni suma rovna parcialni derivaci 1" podle ¢;. Proto

d /0T ov  oT 0
— =)=+ = T-V 1.93
dt (8%) dg;  dg; Oy ( ): (1.93)

Vzhledem k tomu, ze potencialni energie V' mechanické soustavy nemize zaviset na zobecné-
nych (ani kartézskych) rychlostech, plati

0 or ov or
6q] 8qj aqj 8qj

Rovnici ((1.93) pak muzZeme prepsat do tvaru

d|[ o 0

—|=—(T-V T-V). 1.94

dt [aq'j ( )} dq; ( ) (1.94)

Rozvzpomeneme-li se nyni na definici Lagrangeovy funkce (1.26]) na str. [17, kterd byla funkei

kartézskych souradnic a slozek rychlosti, pti prechodu k zobecnénym souradnicim bude funkci
zobecnénych souradnic, zobecnénych rychlosti a ¢asu

Llzi(g;,t); #:(qj, ¢, )] = Ly, G5, 1) = T [#i(q5, ¢, )] — V [i(g5, )] (1.95)
23Dtikaz je podan v Dodatku 1 na str. @
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Lagrangeova funkce s témito proménnymi (namisto kartézskych souradnic a rychlosti) obsa-
huje kompletni informaci o pohybovém stavu mechanické soustavy, a téz i o veskerych si-
lovych interakcich ptisobicich na vsechny castice, piisobi-li konzervativni vtisténé sily a sily
holonomnich vazeb.

Potom v rovnici Lagrangeovu funkci poznavame a nachézime tak kone¢nou podobu
pohybovych rovnic pro vSechna j:

d /0L oL .

Témto rovnicim se fika Fulerovy-Lagrangeovy rovnice nebo Lagrangeovy rovnice druhého druhu
a jsou pohybovymi rovnicemi kazdé mechanické soustavy, na niz ptsobi jakékoli vtisténé kon-
zervativni sily a libovolné holonomni vazby. Vidime, Ze maji formélné stejnou podobu jako
pohybové rovnice v kartézskych soufadnicich na str. avsak Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice byly odvozeny pro pouziti vyhradné zobecnénych soufadnic ¢; a zobecnénych
rychlosti ¢;.

Z toho dtvodu teprve tento tvar pohybovych rovnic nabizi moznosti jak efektivné sesta-
vovat soustavy diferencidlnich rovnic pro jednotlivé zobecnéné soutadnice v Siroké tiidé kom-
plexnéjsich tloh mechanickych soustav. Pokud budeme v této kapitole hovorit o pohybovych
rovnicich, budeme mit vétsinou na mysli Eulerovy-Lagrangeovy rovnice ((1.96]).

1.7 Metody reseni pohybovych rovnic

Prestoze jsme vyjadfenim obecnych pohybovych rovnic ((1.95) velmi pokrocili, postupy hle-
dani jejich Teseni zdaleka nebyvaji trividlni. V téchto pripadech se zpravidla snazime vyuzit
néjakych obecnych fyzikalnich principi, které cestu usnadni nebo alespon poskytnou kvali-
tativni odhady. Proto diive, nez se pustime do vypoctl casového vyvoje pohybového stavu
konkrétnich mechanickych soustav, zaméfime se na tyto obecné fyzikalni principy.

1.7.1 Zobecnéna hybnost a zakon zachovani hybnosti

Slozky hybnosti v kartézskych soutfadnicich jsme ve vztahu na str. |12 vyjadrili prostted-
nictvim parcialni derivace kinetické energie 7" mechanické soustavy podle prislusné kartézské
slozky @; rychlosti, tj.

oT
0y
Jiz jsme vsSak presli k zobecnénym soufadnicim, takze pouze ony nyni urcuji polohy vsech
¢astic mechanické soustavy. Rychlost kazdé castice ,,ve sméru® dané zobecnéné soufadnice g;
udéava prislusna zobecnénd rychlost ¢;. Parcialni derivaci kinetické energie 7" podle ¢; bychom
tedy mohli vyjadiit jakousi hybnost mechanické soustavy ,ve sméru“ zobecnéné soutfadnice
¢;. Pokud bude zobecnénd soutadnice reprezentovana piimo nékterou z kartézskych souradnic,
tato hybnost prejde zpét v prislusnou kartézskou slozku hybnosti . Protoze potencialni
energie V' neni funkci zobecnénych rychlosti, mizeme namisto derivovani kinetické energie T°
pouzit parcialni derivaci Lagrangeovy funkce jako nositelky veskeré informace o pohy-
bovém stavu mechanické soustavy. Slozky této nové hybnosti tedy definujeme jako

=5 (j=1,2,...,M) (1.98)
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a nazyvaji se zobecnéné hybnosti. Parcidlni derivace naznacuje, ze tyto veli¢iny mohou byt
obecné funkcemi vSech zobecnénych soutadnic, zobecnénych rychlosti a ¢asu:

p; = i (qk, Gk, t) (j,k=1,2,...,M). (1.99)
Pokud Lagrangeova funkce explicitné nezévisi na dané zobecnéné soufadnici g;, tzn.

oL

— =0, 1.100
0 (1.100)

ma toto velmi zasadni disledky. Pohybova (Eulerova-Lagrangeova) rovnice pro dané j

d fOL\ 0L 0

dt \d¢;)  dg;
totiz nyni iika, Ze totalni derivace pfislusné zobecnéné hybnosti p; je rovna nule. To ovSem
znamena, zZe samotna p; musi byt po celou dobu rovna néjaké konstanté:

p,; = konst. (1.101)

V tomto pripadé fikdme, ze plati zdkon zachovdni (zobecnéné) hybnosti a zobecnénd souradnice
q; se nazyva cyklickd souradnice. Rovnice ((1.101) mize vzhledem k obsahovat pouze
zobecnéné soufadnice, zobecnéné rychlosti a Cas, coz znamena, ze predstavuje jiz diferencialni
rovnici prvniho fadu. V disledku zakona zachovani hybnosti se nam tedy podafilo ¢astecné
integrovat pfislusnou pohybovou rovnici pro dané j, a proto se této rovnici fika pront
integral pohybovych rovnic.

1.7.2 Integral energie a zakon zachovani mechanické energie
Vyjadiime totélni derivaci Lagrangeovy funkce L(g;, ¢;,t) podle ¢asu:
@ = \ag " 0, ") o ‘

Druhy clen v zavorce miizeme piepsat tak, Ze rozepiseme nésledujici derivaci soucinu:

dfob N _d oLy,  oL. oL, d oL, .\ dfOL) .
at\og; V) ~at\ag, ) ¥ " ag; " 04; 7 ~ at \a¢; ") ~ at \ag )

Po dosazeni zpét do (1.102]) dostavame
AL ~[0L. d (0L d (0L oL
— = —qgi+—\=q¢ )| ——= =14 —. 1.1
dt ]21 {8%% T <3qjq]> d (3%) qJ] T (1.10)

Vzhledem k pohybové rovnici (1.96)) pro dané j musi byt soucet prvniho a t¥eti ¢lenu v hranaté
zavorce roven nule, protoze se v obou objevuje zobecnéna rychlost ¢;. Zbyva suma prostiednich
casovych derivaci, které vyjadiime jako casovou derivaci sumy derivovanych soucint, takze

(1.103]) nabyva tvaru
dL  d (<= 0L oL
—_— == —q, —. 1.104
it~ dt ( — aqjq’) T (1.104)

J
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Derivaci sumy pievedeme na druhou stranu a celou rovnici vynasobime —1:

d (<~ 0L dL 9L
— —qj | ——=—— 1.1
de ( — D4 q”) dt ot (1.105)
Rozdil ¢asovych derivaci miizeme napsat jako ¢asovou derivaci rozdilu, tj.
d (<. 0L oL
— —q¢,— L] =——. 1.106
di <j1 d4; " ) ot (1.106)

Vyraz v zavorce je pro nase dalsi vypocty velmi dilezity a proto jej oznacime
—q; — L. (1.107)

Jelikoz se v definici této funkce nachazeji pouze parcialni derivace L(gj, ¢;,t) podle ¢;, déle
pfimo ¢; a nakonec i samotna Lagrangeova funkce L, proménné této nové funkce i jsou obecné
stejné jako proménné L, tj.

Z tvaru (|1.106)) je zrejmé, ze, pokud Lagrangeova funkce explicitné nezavisi na éase@ plati
oL dh
— =0 — =0. 1.109
ot dt ( )

Nulova totalni derivace tika, Ze funkce h je po celou dobu pohybu mechanické soustavy kon-
stantni. Funkci h jsme definovali vztahem (1.107) a L je obecné funkeci vSech g;, ¢;, avSak nyni
ne explicitni funkci ¢asu. Tyto Gvahy nas vedou k zavéru, ze plati rovnice

h(g;,q;) = konst., (1.110)

ktera obsahuje nejvyse prvni derivace zobecnénych soufadnic, tj. ¢; (zobecnéné rychlosti).
Rovnice tedy predstavuje diferencidlni rovnici prvniho fadu a miZeme ji tudiZ nazvat
prvnim integralem pohybovych rovnic. Samotné funkei h(q;, g;) se fika integrdl energie.

Nyni rozebereme, ¢emu je tento integral energie roven. Zvykli jsme si na to, Ze vSechny
veli¢iny tykajici se mechanické soustavy ziskdvame pouze z jeji Lagrangeovy funkce L. Na
chvili se vSak jesté vratme ke kinetické energii T', kterd je na rozdil od potencidlni energie
V' funkci i zobecnénych rychlosti ¢;. Samotnou Lagrangeovu funkci dale nahradime rozdilem

T —V, viz (1.95)). Integral energie h definovany vztahem (1.107) je tedy nasledujici
—q;, — (T =V). (1.111)

Kinetickd energie vyjadiend v kartézskych slozkach rychlosti byla podle (1.4) na str. [11] ve
tvaru

3N
T=> fmi. (1.112)
=1

24Jsou tim minény viechny piipady, ve kterych se ¢as t projevuje v Lagrangeové funkci L nanejvys prostied-
nictvim zobecnénych soufadnic g; a zobecnénych rychlosti ¢;. Kromé nich L neobsahuje zZaddné dalsi funkce
casu.
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Protoze Lagrangeova funkce ted explicitné na Case ¢ nezalezi, v transformacnich rovnicich
(1.81)) se nyni ¢as rovnéz neobjevi. Budou tedy néasledujici:

v = 2i(qi, G2, - - - qur) = Ti(q5) (i=1,2,...,3N). (1.113)
Kartézské slozky rychlosti jsou potom podle (1.88))
M O,
Ti=) —q i=1,2,...,3N)
; aqj J (

@2 = iax’ 2 Zzaxlax“‘ (i=1,2,...,3N) (1.114)
2= 50, Jar Ty el =1,2,...,3N). -

Vidime, Ze jsou rovny souctu ¢lentl, v nichz vystupuji postupné souciny obecné vsech moznych
dvojic zobecnénych rychlosti ¢.qg;. Zavedeme-li oznaceni

Qikl = ) 1.115
Oqy, Oy ( )

muzeme vztah (1.114]) formalné vyjadrit ve tvaru
Zamq’kq’z (i=1,2,...,3N), (1.116)

ktery se nazyva kvadraticka forma. Kinetickou energii 1" jako funkci zobecnénych souradnic a
zobecnénych rychlosti pak dostaneme dosazenim tohoto vysledku do ((1.112]):

SN M M
T= Z 3 _ZZZ SMiQikIqrqL =
i=1 k=1 I=1
sN [ M MM
- Z Z%miaijjq?_'_ZZ%mi@ileijZ : (1.117)
=1\ j=1 k=1 f;;lg

kde jsme dvojitou sumu pfes k a [ rozepsali na ¢leny se stejnymi zobecnénymi rychlostmi q'?
a s riznymi zobecnénymi rychlostmi ¢iq;, kde [ # k. Parcialni derivaci T' podle zobecnéné
rychlosti ¢; pak vyjadiime tak, Ze budeme hledat pouze ty cleny, které obsahuji ¢; pro danou
konkrétni hodnotu j a nenechavame se pritom zmylit tim, ze v dvojité sumé pouzivame jiné
nazvy indextaf®|

(9T M M
20, aqj Z ; Ymicugid] + ) > sMicinded | | =

i=1 k=1 l=1

14k
M
1
= 5 mZ&ZJJQJ + E sz&z]l@"i_ E MM ik Gk
k=1
l#J k#j

25V dvojité sumé hleddme takové ¢leny, jejichz indexy k a [ jsou pravé rovny j. Takové ¢leny jsou dva: kdyz
k=7 akdyzl = j, a proto se z dvojité sumy stanou dvé jednoduché sumy.
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Obé sumy v zavorce jsou totozné, nebot indexy k a [ jsou rovnocenné a podle ((1.115]) plati
Qikj = Qijk, Proto

or & ZM ZBN ZM

—a - = E miOéijj(jj +2 %miaijIQj = miaijqu + miaiﬂQI
C/A— =1 i=1 1=1
I#] l#

Tuto rovnici dale vynasobime ¢;:

5T 3N M 3N M
8_q'-(jj = | maciids + > maicipd | 4 =Y | miciidl + > micipdids
J i=1 =1 i=1 I=1
' 1] ' %

a provedeme sumu pies vSechna j, pficemz index j je nezavisly na indexu ¢ a proto zaménime
poradi pfislusnych sum:

M M 3N M
E a QJ E E mzaz]]q] E miaz’jl(jl(ij =
j=1 £ j=1 i=1 =1
I#7
3N [ M M M
) Co.
= g E My + E g miQi1q1q;
i=1 \ j=1 j=1 I=1
I#j

Zaménime-li dale i pofadi soucinu ¢;¢; a pfejmenujeme-li ve dvojité sumé index j na k, dosta-
vame

Mo s [ M M M SN M M
> 904 = ST macidd >0 miided | =YD > miciududr
=1 9 i=1 \ j=1 k=1 I= i=1 k=1 I=1

Tento vysledek se od vyjadieni samotné kinetické energie T" vztahem (|1.117)) lisi pouze o faktor
1/2. Proto plati

T
> g—,qj = oT. (1.118)
=1 Ol
Podle (1.111)) potom integral energie
h= Za G —(T—=V)=2T-T+V=T+V (1.119)

ziejmé predstavuje mechanickou energii E soustavy c¢astic. Podle (|1.110))
h(gj,q;) =T +V = E = konst., (1.120)

je navic mechanické energie konstantni. Rikdme, Ze plati zdkon zachovdni mechanické ener-
gie. Rovnice (|1.120) je tedy jinym vyjadfenim rovnice (1.110]), kterda je prvnim integralem
pohybovych rovnic. Pfipomenime, ze jsme k tomuto zavéru dosli za predpokladu, ze

oL

E:O.
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1.8 Resené tlohy na Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

Nasli jsme tvar pohybovych rovnic a objevili jejich prvni integraly (1.101)) a (1.120]). Po-
moci téchto nastroji jiz mizeme zacit fesit fadu konkrétnich tloh tykajicich se mechanickych
soustav podrobenych konzervativnim vtisténym silam a holonomnim vazbam.

Vypocet bude sestavat z nasledujicich krokt, jejichz podstatu jsme jiz detailné objasnili:

e Pocet stupnua volnosti urcime podle shrnuti, které jsme ucinili na zacatku odst.
na str. [38

e Hledani zobecnénych souradnic, které jsou pro danou tlohu vhodné, provedeme
pomoci tivah, jeZ jsme rozebrali v odst. na str. [19}

e Vyjadieni Lagrangeovy funkce udélame tak, ze nejprve vyjadiime kinetickou a po-
tencidlni energii v kartézskych soufadnicich, viz odst. [I.2na str. [I0]a odst. [I.3| na str. [12]
Z kartézskych soufadnic potom pomoci vhodnych transformacnich vztahii popsanych
v odst. na str. prejdeme k zobecnénym soufadnicim a napiSeme Lagrangeovu

funkei podle (1.95) na str. 40|

e Sestaveni pohybovych rovnic je rovnéZz popsano v odst. na str. [38, predevsim
vztahem ((1.96)) na str.

e Reseni pohybovych rovnic byva zévéreénym, ale nejméné univerzalnim krokem. Kai-
dé& tloha zde vyzaduje trochu jiné pristupy. Budeme se snazit vyuzit vSech moznjch
vlastnosti mechanickych soustav, napf. zakont zachovani, viz odst. na str. [41]
popt. nékterych matematickych postupt, které zname odjinud.

Rozbor feseni uloh bude vzdy na zakladé uvedenych krokt, ale odkazy na predchozi text
jiz nebudeme uvadét.

1.8.1 Harmonicky oscilator (poprvé)

Harmonicky oscildtor sestava ze zavazi o hmotnosti m pripevnéného k jednomu konci vo-
dorovné pruziny o tuhosti k, jejiz druhy konec je pevné vetknut do zdi. Zavazi m se muze
pohybovat bez tfeni po vodorovné podlaze po primce rovnobézné s osou pruziny. Pruzina ma
zanedbatelnou hmotnost. Urcete ¢asovy vyvoj pohybového stavu této mechanické soustavy.

Reseni: Zvolime kartézsky soufadny systém takovy, Ze osa 1 je rovnobéZné s osou pruziny a
jeji pocatek umistime do polohy zavazi m, ve které je pruzina nezdeformovana, viz obr. [1.12]

omlm

Obrazek 1.12: Harmonicky oscilator. Pokud se zévazi nachazi v poloze x; = 0, pruzina je
nezdeformovéana.
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e Pocet stupni volnosti

Soustava sestava z jednoho télesa — zavazi m. Toto téleso se pohybuje translacné, proto jej
miuzeme nahradit ¢astici a pro mechanickou soustavu tedy plati: N = 1. Zavazi je vazano
k primce x;. Protoze kazda vazba na krivku vzdy snizuje pocet stupnti volnosti mechanické
soustavy o 2, ptuvodni 3N = 3 stupné volnosti se zredukuji na M = 3N — 2 = 1. Znamena to,
Ze tTi kartézské souradnice budou jednoznac¢né vyjadieny pomoci jedné zobecnéné soutadnice.

e Hledani zobecnénych souiadnic

Zavazi m se miuze pohybovat pouze podél osy zi, a proto jeho kartézska souradnice x; je
hledanou jedinou zobecnénou soufadnici, nebot plati

5(717&0, IL‘QZO, ZL’3:0.

Kartézska slozka rychlosti je rovna derivaci prislusné kartézské souradnice podle ¢asu ;.

e Vyjadreni Lagrangeovy funkce

Kinetickou energii 7" této mechanické soustavy urc¢ime snadno:

stejné tak i potencialni energii V' mechanické soustavy{|

V = 1kai. (1.121)

Lagrangeova funkce L této mechanické soustavy je potom nasledujici:

L=T -V =imi] — $kai. (1.122)

e Sestaveni pohybové rovnice

Pohybova rovnice odpovida jediné zobecnéné souradnici z;. Nejprve vyjadiime parcialni deri-
vaci L podle 1
oL 0
din Oy

a provedeme totalni derivaci této parcialni derivace podle ¢asu:

d /oL _i( ) = mi
at \9iy ) — aq T T e

Lagrangeovu funkci ((1.122)) dale jesté parcidlné zderivujeme podle x1:

(%mw% — %kw%) = may

oL 0

26Kontrolu, Ze jsme tvar potencidlni energie napsali spravné, pomoci obecného vypoétu piisobici vyslednice
vtisténych sil F = —V, _V jiz nechavame na ctenari.
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Pohybovou rovnici tedy nalezneme ve tvaruf”|

d /0L oL
— =) === v, = —kxy. 1.12
di (3:)&1) 8:101 = e kl'l ( 3)

e Reseni pohybové rovnice

Je tfeba Fesit pohybovou rovnici, kterou prepiseme do tvaru
. k
m

Vidime, zZe tato rovnice je obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu s nulovou pravou
stranou. Jejim feSenim je funkce

k
x1(t) = Asin(QU +¢), kde Q=4/—. (1.125)
m
Vystupuji zde dvé integracni konstanty A a ¢, které se uréi z poc¢ateénich podminek z;(0) =
a @1(0) = vg. Zpétnym dosazenim se lze snadno presvédcit o tom, ze tato funkce je vskutku
feSenim pohybové rovnice (|1.124]). Kartézska slozka rychlosti potom vyjde

t1(t) = QAcos(Q + @), (1.126)

ktera je zde zaroven zobecnénou rychlosti.
Integracni konstanty urc¢ime nésledujicim postupem. Nejprve do funkei (1.125)) a (1.126))
popisujici ¢asovy vyvoj souradnice z; a slozky rychlosti 21 dosadime za ¢ = 0:

x1(0) = Asin ¢ = xo, 11(0) = QA cos ¢ = . (1.127)

Druhou rovnici vydélime €2, obé rovnice povysime na druhou a secteme je:
2
) v
A?sin? ¢ + A% cos® p = A* :xg—i—Q—OQ. (1.128)

Integracni konstanta A je tedy dana pocateénimi podminkami takto:

2
(Y
A::I:\/a:?)JrQ—OZ. (1.129)

Volbu znaménka u integracni konstanty A jesté budeme diskutovat.
Integracni konstantu ¢ dostaneme tak, Ze druhou z rovnic ((1.127)) opét vydélime 2 a druhou
rovnici vydélime prvni:

= cotgp = — (1.130)

a tedy

¢ = arccotg <QU—;0) , anebo ¢ = arccotg (QU—;O) +, (1.131)

nebot funkce arkuskotangens nabyva funkénich hodnot z intervalu (0; 7). Hodnotu ¢ a zna-
ménko konstanty A nakonec zvolime tak, aby obé pocatec¢ni podminky (1.127)) platily.
Casovy vyvoj z; a @ uréeny funkcemi ((1.125) a (1.126) je znazornén na obr. [1.13|

27Pohybovou rovnici harmonického oscilatoru zndme ze zékladniho kurzu mechaniky, viz nap¥. D. Halliday,
R. Resnick, J. Walker: Fyzika. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 15.
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Obrazek 1.13: Vlevo: Zavislost zobecnéné soutadnice x; na ¢ase podle ([1.125)). Vpravo: Zavis-
lost zobecnéné rychlosti 2 na case podle (1.126]). Za konstanty byly dosazeny tyto hodnoty:
k/m =1s"2; 2y = 1cm; vy = 2cm/s.

Zakon zachovani

Prestoze jsme tlohu kompletné vyftesili, budeme se jesté zabyvat zakony zachovani pro har-
monicky oscilator. Lagrangeova funkce (|1.122]) explicitné nezavisi na c¢ase, neboli

OL
— = 0.
ot
Integral energie
oL | 2 1.2 172 1.2 | 17,2
h = praa L = mii — smii + skay = gmiy + shay =T +V (1.132)
1

je proto roven mechanické energii a dale je konstantni. Rovnice

imii + Lka? = konst. = E (1.133)

je tudiz prvnim integralem pohybové rovnice. V nasledujici kapitole na str. [139|se presvéd¢ime
o tom, ze TeSeni pohybové rovnice ([1.124)), které je vyjadieno funkei (1.125]), je zaroven i
feSenim tohoto prvniho integralu, pricemz vyjde

E=1kA% (1.134)

1.8.2 Matematické kyvadlo

Zavazi o hmotnosti m je privazano na jeden konec lanka délky [, jez ma zanedbatelnou hmot-
nost. Druhy konec lanka je pevné privazan ke stropu. Zavazi m se pohybuje v tihovém poli
Zemé charakterizovaném tihovym zrychlenim g. Pohyb zavazi probiha pouze v jedné roviné,
v niz se neustale nachazi lanko a vektor g. Rozmeéry zavazi jsou podstatné mensi nez délka
lanka [. Urcete, jaky bude vyvoj pohybového stavu této mechanické soustavy.

Reseni: Tuto ulohu jsme zadali rozebirat v piikladu ukdzaném v odstavci na str.
Protoze jsme vsak jesté neméli k dispozici vSe, co jiz nyni vime, samotny pohyb matematického
kyvadla jsme nevysetiovali.
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Obrazek 1.14: Matematické kyvadlo.

/ lcos@

Zvolime kartézsky souradny systém takovy, Ze osa x5 sméfuje opacnym smérem nez vektor
g. Ostatni osy jsou orientovany tak, ze pohyb zavazi probiha v roviné z1xs. Pocatek soutadného
systému umistime do bodu, ve kterém je lanko privazano ka stropu, viz obr. [1.14]

e Pocet stupni volnosti

Soustavu tvori jediné téleso — zavazi m, které ma zanedbatelné rozméry a proto ho miizeme
nahradit ¢astici. Plati tedy, ze N = 1. Zavazi je vazano na ktivku, a proto se ptuvodni 3N = 3
stupné volnosti zredukuji na M = 3N —2 = 1, nebot tato vazba snizuje pocet stupiiti volnosti
mechanické soustavy o 2. TTi kartézské souradnice zavazi tedy budou jednoznacéné vyjadieny
pomoci jedné zobecnéné soutradnice.

e Hledani zobecnénych souradnic

Trajektorii zavazi m je oblouk kruznice poloméru [ se stfedem v pocatku souradného systému.
Tato kruznice se nachézi v roviné x,xs, viz na obr. Parametrické vztahy této kiivky jsou
proto nasledujici:

x1 = [siné, To = —lcosb, r3 = 0,

kde 6 je ihel odklonu lanka od svislice a je zaroven jedinou zobecnéneou soutfadnici, pomoci
niz budeme popisovat polohu zavazi m, jak vidime na obr. [1.14]
Kartézské slozky rychlosti ziskame totalni derivaci prislusné kartézské souradnice podle
casu:
iy = 16 cos b, @9 = 10sinb, iy = 0.
Pro jejich kvadraty dale plati

i? = 126° cos? 0, i2 = 120%sin? 6, i3 =0.
e Vyjadreni Lagrangeovy funkce
Kineticka energie T' této mechanické soustavy je
T = Z %mx’2 = %m1292 cos? 0 + %ml292 sin®f = %m1292 (cos2 6 4 sin® 0) = %leQQ.

Potencialni energie mechanické soustavy je

V = mgxy = —mgl cos 6
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a jeji Lagrangeova funkce

L=T-V= %ml292 + mgl cos 6. (1.135)

e Sestaveni pohybové rovnice

Pohybova rovnice se tyka zobecnéné souradnice . Parcialni derivaci L podle 6 ziskame v této

podobé:
oL :

—_— = ml20

Jeji totalni derivace podle casu je potom nasledujici:

i ((9_L> = ml?f.
dt \ 96

Jesté budeme potiebovat parcidlni derivaci Lagrangeovy funkce (1.135)) podle 6:
oL
00
Pohybova rovnice matematického kyvadla tedy jeF_g]

E<%>% = ml°0 = —mglsind.

= —myglsiné.

e ResSeni pohybové rovnice

Je tfeba fesit ziskanou pohybovou rovnici, kterou pfepiseme do tvaru
9+%sin9 — 0. (1.136)

Tato rovnice je obycCejnou diferencialni rovnici druhého fadu s nulovou pravou stranou pro
neznamou funkei 6(¢). Vzhledem k tomu, Ze se # nachézi v argumentu funkce sinus, tato
rovnice je zaroven nelinearni, coz komplikuje postup nalezeni jejiho feseni. V téchto pripadech
pristupujeme k tzv. linearizaci pohybové rovnice. Ta spoc¢iva v tom, ze budeme predpokladat
jen ,malé* vychylky tthlu # odklonu lanka od svislice. Potom funkci sinus nahradime prvnim
nenulovym c¢lenem jejitho Taylorova rozvoje v okoli 6 = 0:

sinf = 0 — $0° + 350" — ... = 0. (1.137)

120

Pohybova rovnice (|1.136)) potom nabyva tvaru

b+ %9 — 0. (1.138)

Obdobnou rovnici jsme jiz resili v pfedchozi lloze o harmonickém oscilatoru, viz (1.124), proto
i jeji feseni bude obdobné (|1.125)):

O(t) = Asin(Qt +¢), kde Q= %. (1.139)

288 touto rovnici jsme se jiz setkali v zakladnim kurzu mechaniky, napt. v D. Halliday, R. Resnick, J. Walker:
Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 15.
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Zobecnéna rychlost

0(t) = QA cos(Qt + ¢) (1.140)

zde predstavuje tthlovou rychlost, se kterou se zavazi otaci okolo bodu, ve kterém je lanko
privazano ke stropu.

Integracni konstanty A a ¢ se opét urdi z pocateénich podminek 6(0) = 6, a 6(0) =
wo. Stejné jako v predchozi tloze bychom potom postupovali pfi jejich hledani. Integracni
konstantu A bychom nalezli v tomto tvaru:

w2
A=+ 93+Q—°2 (1.141)

¢ = arccotg (Qw_go) , anebo ¢ = arccotg (Qw—go) + . (1.142)

a integracni konstantu ¢ v tomto:

Hodnotu ¢ a znaménko konstanty A bychom nakonec opét zvolili tak, aby platily obé pocatecéni
podminky 6(0) = 6, a 6(0) = wy.

Grafy funkei (1.139)) a (1.140) by byly s jinymi hodnotami obdobné tém, které jsme ukézali
v minulé uloze o harmonickém oscilatoru, viz obr. [I.13]

Zakony zachovani

Vénujme se jesté zakontim zachovani tykajicich se matematického kyvadla. Lagrangeova funkce
(1.135]) opét explicitné nezavisi na cCase, tj.

oL
— =0.
ot
Integral energie matematického kyvadla
oL, 202 1, 71242 1,722
h = %Q—L:ml 0% — 5ml“0° —mglcost = ;mi“0° —mglcost =T +V

je zase roven mechanické energii a rovnéz je konstantni. Proto rovnice
%ml2é2 — mglcosf = konst = F (1.143)

je prvnim integralem pohybové rovnice. Abychom se mohli presvédcit o tom, ze této rovnici
vyhovuje Feseni (1.139) zlinearizované pohybové rovnice (1.138)), musime ji rovnéz ,zlinearizo-
vat®. Protoze se vSak zde nachézi (thlova rychlost 6 v kvadréatu, je tfeba funkei kosinus vyjadrit
Taylorovym rozvojem v okoli § = 0 a ponechat jej az do odpovidajiciho kvadratického ¢lenu:

0080:1—%02%—%94—...%1—%02.

Potom prvni integral prepiseme do tohoto tvaru:

%ml292 — mgl (1 — %92) = %ml292 — mgl + %mglG2 = konst. = F.

Nyni se jiz lze pfesvédcit o tom, ze feseni ((1.139) skutec¢né vyhovuje tomuto prvnimu integralu
a pritom zjistime, ze E = 1mglA* — mgl.
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1.8.3 Télisko na kuzelové plose

Télisko o hmotnosti m nabité nabojem ¢ > 0 mize bez tfeni klouzat po kuzelové plose, jejiz
vrcholovy thel je 25. Tihové zrychleni g tihového pole Zemé je rovnobézné s osou kuzele,
pricemz kuzel se zuzuje ve sméru g. Ve vrcholu kuzele je pevné umisténa castice nabita nabo-
jem @ > 0. VySetiete vyvoj pohybového stavu téliska.

Reseni: Pifklad v odstavci na str. [25| obsahoval Givodni Gvahy o této uloze, avsak tehdy
jsme jesté nemohli dokondit kompletni vySetfeni pohybu téliska, nebotf jsme nebyli vybaveni
nastroji a postupy, které jiz zname.

Zvolime kartézsky souradny systém takovy, Ze osa x3 je rovnobézna osou kuzele, pricemz je
orientovana opacné vzhledem k g. Pocatek souradného systému umistime do vrcholu kuzele,

viz obr. [[.19]

L3
I\r sinf3 g
by il
trajektorie—__ | ™
/.
|
20 | z,
Q)
/i\\;\/\A
! \352\\\\\\\|L///371 2

Obrazek 1.15: Télisko o hmotnosti m a naboji ¢ klouze po plose ve tvaru kuzele. Ve vrcholu
kuzele se nachazi ¢astice nabita nabojem Q).

e Pocet stupni volnosti

Rozmeéry téliska povazujeme za zanedbatelné a plati tedy, ze N = 1. Jelikoz je télisko je vazano
k ploSe, pivodni 3N = 3 stupné volnosti se zredukuji na M = 3N — 1 = 2. Tato vazba totiz
snizuje pocet stupni volnosti mechanické soustavy o jeden. Dvé zobecnéné soutadnice tedy
budou postacovat pro jednoznacné urceni polohy téliska.

e Hledani zobecnénych souradnic
Parametrické vztahy kuzelové plochy nalezneme uzitim sférickych soutradnic r a ¢:
x1 = rcosysinf, XTo = rsin psin [, xr3 = 1Cos 3,

kde r je vzdalenost téliska m od vrcholu kuzele a thel ¢ zna¢i odklon primétu privodice
téliska do roviny x1xs od osy x;. Parametry kuzelové plochy r a ¢ zde jsou zobecnénymi
soufadnicemi a jsou znazornény na obr. [I.15]

Kartézské slozky rychlosti téliska opét dostaneme totalni derivaci prislusnych kartézskych
soufadnic, pricemz si uvédomujeme, ze tthel § charakterizujici kuzelovou plochu je konstantni
na rozdil od zobecnénych souradnic r a ¢:

T1 =1 cosesin S — rpsinesin S, ZTo = 7sin psin 5 + r¢ cos @ sin 3, T3 =1 cos .
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Jejich kvadraty potom po roznasobeni dostaneme v néasledujicich tvarech:

i1 = 72 cos® psin® B — 27r¢ cos psin psin? B + r?p? sin® psin’ 5,
i3 = 7% sin? psin® B + 271 sin ¢ cos psin? B+ r?p? cos® @ sin? 3,

i3 = 7% cos® 3.
e Vyjadreni Lagrangeovy funkce
Kineticka energie T' téliska je
3
T = Z %mﬁ = %m (ZE% + &2+ x%) = %m?’“Q + %mrQQbQ sin? 3,

kde se vyrusily prostfedni ¢leny v i a 2 a kde dale plati cos? o+ sin? p = cos? B +sin? 8 = 1.
Potencialni energie V' je tato:@

1
V =mgxs + 4¢ = mgrcos 3 + 9Q :
dmeo \/x? + a3 + 22 dmegr
Lagrangeovu funkci L téliska tedy dostavame ve tvaru
_ 1,002 1, 2.2 . 2 qQ
L=T -V = smsr* + smr o sin® 3 — mgr cos 3 — . (1.144)
degr

e Sestaveni pohybovych rovnic

Pohybové rovnice jsou nyni dvé, pricemz prvni se tyka zobecnéné soutradnice r. Vyjadiime

parcialni derivaci L podle r
oL

o=

jejiz totalni derivace podle ¢asu je potom tato:

ia—L—mf
dat\or)

Lagrangeovu funkci ((1.144)) dale parcialné zderivujeme podle r
oL qQ

.2 .. 9
— =mre°sin°p —mgcosp + ——,
or 1 b geos s 4degr?

mr,

pricemz prvni pohybova rovnice je nasledujici:

qQ

dregr?’

d (OL\ OL L 2 . 9
&(E)_E = mi =mrp sin® f —mgcosf +

Vidime, ze kromé praméta vtisténych sil (tthové a elektrostatické sily) do ,sméru“ r repre-
zentovanych druhym a tietim ¢lenem na pravé strané pohybové rovnice se objevila jesté dalsi

29Lze se presveédéit o tom, ze —V,, V = G + Fp je vskutku vyslednici sil plisobicich na télisko, pricemz G je
tthovéa sila od Zemé a Fg je elektrostaticka sila od ¢astice ve vrcholu kuzele nabitd nabojem @. Tvar V jsme

jiz nalezli v odstavci viz vztah (1.56) na str.
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sila: mr¢? sin? B. Soudin rsin 8 a ¢? naznacuje, Ze jde o odstiedivou silu, ktera se objevuje,
kdykoli popisujeme pohyb v rotujicich neinercidlnich vztaznych soustavach. Jak uvidime dale,
tyto sily se ,,samy“ objevuji pii sestavovani pohybovych rovnic, aniz bychom se oné pfilis
,starali“. Budeme se s nimi setkavat, kdykoli pouzijeme jako zobecnéné soutadnice zakiivené
soufadnice, napt. jako zde sférické souradnice.

Druhé pohybova rovnice se tyka zobecnéné souradnice ¢. Tu ziskdme parcialni derivaci

Lagrangeovy funkce ((1.144]) podle ¢

oL

OL 2 2
95 mr-psin” 3,

kterou dale zderivujeme podle ¢asu:

d [OL
( ) = 2mrr¢sin? B 4+ mr?@sin? B.

dt \ 9
Parcialni derivace Lagrangeovy funkce (|1.144)) podle ¢ je
oL
— =0,
dp

takze druh& pohybova rovnice je tato:

d fOL\ 0L 9 .
&(%>—% = ro+rp =0,
kde se vykratil soucin mrsin® 3. V této pohybové rovnici se neobjevuji zadné vtisténé sily,
nebot obé dvé (tthova i elektrostatickd) maji nulovy primét ,do sméru“ zobecnéné souradnice
¢. Cleny na levé strané pohybové rovnice tedy opét piedstavuji vliv setrvacnych sil: 27¢
je ziejmé Coriolisovo zrychleni a r¢ Eulerovo zrychleni. Opét se oba cleny objevily ,samy*
pouhym postupnym derivovanim Lagrangeovy funkce L.

¢ Reseni pohybovych rovnic
Pohybové rovnice, které je tfeba fesit jsou dvé:

qQ

4regr?’

mi = mrg?sin® f — mgcos B + 21p 4+ 1@ =0 (1.145)
a reprezentuji soustavu dvou obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu pro neznamé
funkce 7(t) a ¢(t) popisujici ¢asovy vivoj obou zobecnénych soutadnic. Zadné z nich se sice
nenachézi v argumentu né&jaké funkce, avsak v dfisledku pfitomnosti ¢lenu obsahujiciho ¢? tato
soustava zustava nelinearni. AvsSak linearizaci zanedbanim tohoto ¢lenu tentokrat nemutzeme
provést, nebot pocateénimi podminkami nelze zajistit, ze ithlova rychlost ¢ téliska vzhledem
k ose kuzele bude po celou dobu jeho pohybu ,mala“. Zbyvaji nam tedy pouze zdkony zacho-
vani, které nyni rozebereme.

Zakony zachovani

Zjistili jsme, ze Lagrangeova funkce ({1.144)) explicitné nezavisi na zobecnéné soutadnici ¢, coz
znamena, ze

oL

%—O.
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Uhel ¢ je tedy cyklickou soui“adnic a zobecnéna hybnost

oL
— =mripsin? B
¢
je konstantni. Rovnice
mr’psin® B = konst. = Do

je tedy prvnim integralem pohybovych rovnic, nebot obsahuje nejvyse prvni derivace zobecné-
nych soufadnic. PfepiSeme-li tuto zobecnénou hybnost do tvaru p, = m(rsin 5)¢, poznavame
v ni moment hybnosti, protoze je rovna souc¢inu hmotnosti m téliska, jeho vzdalenosti r sin 3
od osy rotace na druhou a tthlové rychlosti ¢. Plati tedy zakon zachovani momentu hybnosti,
coz je disledkem toho, ze zadna z vtisténych sil nema ,otacivy ﬁéinek“ﬂ

Dale vidime, ze Lagrangeova funkce explicitné nezavisi ani na case t, neboli

oL
— =0.
ot
Integral energie této mechanické soustavy (téliska)
oL oL
h=—r+—¢—L=
or 0
= mi? + mrip?sin® f — %mi’Q — %mngbQ sin? 8 + mgr cos 3 + 19 =
4regr
= Imi? + tmr?¢® sin® B + mgr cos 5 + 9Q =T+V
dmegr
se proto rovna jeji mechanické energii a je konstantni. Rovnice
%mf’Q + %mr2<p2 sin? 8 + mgr cos 3 + 9Q = konst. = F
dregr

predstavuje dalsi prvni integral pohybovych rovnic, protoze se i zde vyskytuji nejvyse prvni
derivace zobecnénych souradnic. Objevili jsme tedy celkem dva prvni integraly pohybovych
rovnic

qQ

dregr

=F

mr*gsin’ § = py, smi? + gmr?g? sin® B+ mgr cos § + : (1.146)
kde p, a E jsou konstanty a jsou ziejmé urc¢eny pocate¢nimi podminkami r(0) = ro, 7(0) = vy,
©(0) = ¢p a $(0) = wy takto:

qQ

47T€0T0 .

2 2 1,02 1,2 2 2
Py = Mrjwo sin® B, E = smugy + gmrwq sin® B + mgrg cos 3 +

Z levého prvniho integralu (1.146)) tykajiciho se zakona zachovani momentu hybnosti miizeme
vyjadrit ithlovou rychlost ¢ a dosadit do pravého prvniho integralu (|1.146|). Potom dostavame

rovnici )
1,2 Dy qQ

smre + + mgr cos b +
2 2mr? sin’ 3 g p

=F 1.147
dmegr ’ ( )

300dtud vlastné nazev cyklickd soutadnice plyne, nebot se ¢asto poji s tthlovou polohou a se zakonem
zachovani hybnosti, jak uvidime dale.

31Ge zakonem zachovani momentu hybnosti jsme setkali v zékladnim kurzu mechaniky, viz napt. D. Halliday,
R. Resnick, J. Walker: Fyzika. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 11, odst. 11-11.
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ktera jiz obsahuje pouze zobecnénou souradnici r» a zobecnénou rychlost 7. Podarilo se nam
tedy nalézt takovou rovnici, ve které se nenachézi . Navic mizeme snadno vyjadrit zobecné-
nou rychlost 7 jako funkci 7:

2F 2
P = :l:\/— P 2gr cos B — @ (1.148)

m  m2r2sin’® g 2mmer
Tuto difernecidlni rovnici mizeme feSit separaci proménnych, nebot

L dr
&

.....

dt =+ 2 ar
2F
g #:_mzﬁ — 2grcos 3 — %
Reseni bychom pak dostali integraci, tj.
t = j:/ 2 dr . (1.149)
%—#‘;n% — 2grcos B — %

Tim bychom dostali funkei #(r) se dvéma integra¢nimi konstantami K; a E. Kdybychom mohli
vyjadrit k ni inverzni funkei r(¢), jeji derivaci bychom ziskali i 7*(¢). Obé funkce bychom potom
dosadili do levého prvniho integralu (1.146]), takze bychom méli ¢(t) a jeji integraci i ¢(t)
s dvéma integracnimi konstantami K a p,. Tim by byla tloha zcela vyfeSena.

Avsak, prestoze integral lze nalézt, nebudeme se jim déle zabyvat. Divod spociva
v tom, ze nebude potom mozné snadno vyjadfit inverzni funkei r(¢).

Metoda efektivni potencialni energie

Pohyb téliska ale miizeme hledat i jinak. Vratime se zpét k rovnici ((1.147))

2
L Py qQ
-mr° + ————=— + mgrcos g +
2 2mr? sin® 3 J p Amegr

~F. (1.150)

Protoze prvni c¢len obsahuje kvadrat zobecnéné rychlosti 7 a vSechny ostatni ¢leny jen zo-
becnénou soutadnici 7, mizeme na tuto rovnici nahlizet jako na zadkon zachovani mechanické
energie néjakého nového télesa, které se miize pohybovat pouze podél osy r. , Kineticka ener-
gie“ takového télesa by ziejmé byla

T = mi® (1.151)

a tuto velicinu budeme nazyvat efektivni kinetickd energie. ,,Potencialni energie* tohoto nového
télesa sestava ze vsech ostatnich c¢lenii obsahujicich r:

qQ

dregr’

2
vr=_ Lo

_ - 1.152
2mr2?sin® 3 ( )

+ mgrcos 8 +

a budeme ji fikat efektivni potencidlni energie. Protoze zobecnéna hybnost p,, (moment hyb-
nosti téliska) je zndma z pocatecnich podminek, je téz znama i efektivni potenciélni energie V*.
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Rovnéz i mechanicka energie F je zndma z pocatecnich podminek, jak jsme jiz poznamenali.

Podle ([1.150) tedy plati
" =FE—-V*(r). (1.153)

Nyni u¢inime nasledujici avahy: Efektivni kinetickéa energie 7™ nikdy nemtize byt zaporna,
nebot podle (1.151]) se v ni zobecnénd rychlost 7 vyskytuje v kvadratu. Pokud ma vzdy pla-
tit rovnice , pro danou hodnotu mechanické energie £ musi byt efektivni potencialni
energie V*(r) mensi nebo nejvys rovna F pro vSechna r. To ndm umozni graficky ur¢it mini-
méalni hodnotu r,;, a maximalni hodnotu .., kterou mize zobecnéna souradnice r nabyvat,
protoze v téchto bodech je T™ pravé rovna nule. Plati tedy, ze

V*(rmin) = V™ (Mmax) = F.

Priklad takového postupu je na obr. Efektivni kinetickd energie 7™ je v obecném bodé r
doplnék V*(r) do konstantni mechanické energie E, viz (1.153). Pro r = 7y, nebo r = ryax
plati, ze T* = 0. Tyto body predstavuji body obratu a zobecnéna soutadnice r nabyva hodnot
pouze z intervalu (rmin; Tmax) -

Pokud je E rovno minimu V* v bodé ry, potom je r po celou dobu konstantni a plati, ze

r = ry = konst., r=0.

V takovém pripadé je trajektorii téliska kruznice o poloméru 7y sin 5 se stfedem na ose kuzelové
plochy a thlova rychlost je podle levého prvniho integralu ([1.146)) rovnéz konstantni a plati

Py
2 o2
mry sin® 3

Dy

= konst., t) = —————
#(t) mrE sin” 3

mrﬁgbsinQB:pw = Y= t+ p.

Obecny tvar funkci r(¢) a 0(t) jsme timto postupem sice uplné neuréili, avSak ziskali jsme
dtlezitou klvalitativni prfedstavu o pohybu téliska.

L

1

|

. |
min | max

T

Obréazek 1.16: Priklad grafu efektivni potencialni energie V*(r) definovanou vztahem (|1.152])
— Cerna ktivka. Jsou rovnéz zakresleny grafy tii funkci, jejichz souc¢tu je V* rovna a které jsou
timérné potradé 1/r?%; ra 1/r.
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1.8.4 Vozik s kyvadlem

Vozik o hmotnosti M se mtze pohybovat bez tfeni po vodorovnych kolejnicich. Ve stropu
voziku je privazano lanko délky [ na jehoz druhém konci visi zavazi o hmotnosti m. Na obé
télesa piisobi tithové pole Zemé urcené tihovym zrychlenim g smérujicim kolmo ke kolejnicim.
Zavazi se miize pohybovat pouze v roviné rovnobézné s vektorem g a kolejnicemi. Hmotnosti
kol voziku jsou zanedbatelné. Vysetiete pohyb této mechanické soustavy.

Reseni: Zavedeme kartézskou soufadnou soustavu takovou, Ze osa x; je rovnobézna s kolejni-
cemi a osa xo sméfuje opacné nez g. Jeji pocatek umistime tak, aby bod zavéseni mél nulovou
kartézskou souradnici x5, viz obr. (1.1

Lo

A Iml Jljd‘
| > .fl
l
|
|
|
|
|

ol s L '
[sinf Tm
le—=—"p

kolejnice __ Q Q

Obrazek 1.17: Vozik o hmotnosti M se muze pohybovat bez tfeni po vodorovnych kolejnicich.
V jeho stropu je privazano lanko délky [, na jehoz druhém konci visi zadvazi o hmotnosti m.

e Pocet stupni volnosti

Soustava sestava ze dvou téles, které vzhledem k predpokladanym translacnim pohybtm
muzeme povazovat za ¢astice, proto N = 2. Vozik M je vazan k piimce x; a zavazi m k ob-
louku kruznice se sttedem v bodé, ktery se neustale spolu s vozikem pohybuje. Kazda vazba
na kiivku vzdy snizuje pocet stupnii volnosti mechanické soustavy o 2. Pivodnich 3N = 6
stupiifi volnosti se tedy zredukuje na M = 3N — 2 — 2 = 2. Sest kartézskych soufadnic tak
bude jednoznacné vyjadieno pomoci dvou zobecnénych souiadnic.

e Hledani zobecnénych soufadnic

Vozik M se mize pohybovat pouze podél osy xq, jeho kartézska souradnice tedy bude prvni
ze zobecnénych souradnic. Druhou zobecnénou soutfadnici je thel # odklonu lanka od svis-
lice, nebot tento tthel predstavuje parametr oblouku kruznice, po které se zavazi vudci voziku
pohybuje. Kartézské souradnice voziku jsou tedy trivialni

xl#oa xQZO, $3:0

a kartézské souradnice zavazi budou vyjadieny pomoci zobecnénych souradnic x; a 6 nasle-
dujicimi transformac¢nimi vztahy:

x4 =21+ lsiné, x5 = —lcosb, xg = 0.
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V dalsim se jiz budeme zabyvat pouze nenulovymi kartézskymi souradnicemi z, x4 a x5.
Kartézské slozky rychlosti jsou rovny totalnim derivacim prislusnych kartézskjch souradnic
podle c¢asu:

1, T4 = T1 + 10 cos 0, Ts = —10sin .

Jejich kvadraty jsou potom zrejmé nasledujici:

i i? = &% + 20i10 cos 0 + 1262 cos? 0, i2 = 126 sin? 6.

e Vyjadreni Lagrangeovy funkce
Kineticka energie T' mechanické soustavy pak vyjde takto:
3 6 . . .
T = Z M7 + Z Imii = iMit +1m (xf + 21316 cos § + 170% cos®  + 126” sin® 9) =
=1 i=4

= %ﬁ(M +m) LE%;— mli 0 cos 6 + tmi*0?,
potencialni energie V' mechanické soustavy je ziejmé
V = Mgxs + mgrs = 0 — mglcosf
a Lagrangeova funkce L mechanické soustavy ma potom tvar
L=T-V =3 (M+m)i}+mliifcosd + imi*6* + mgl cos 0. (1.154)
e Sestaveni pohybovych rovnic

Nejprve sestavime pohybovou rovnici odpovidajici zobecnéné soutradnici x;. Parcialni derivaci

L podle
oL

pre (M +m) &1 4+ mlf cos 6

zderivujeme podle casu:

d /0L . .
T (8_xl> = (M +m)i;, +mlf cos @ — mif?*sin .
Lagrangeovu funkci (1.154)) dale jesté parcialné zderivujeme podle x1:
oL
— =0.
8x1
Prvni pohybova rovnice tedy ma tvar:
d /0L oL . .
T (a—ml) = o = (M +m)i; +mlfcos —mlf*sinf = 0.
Pohybovou rovnici odpovidajici zobecnéné soutadnici ¢ ziskdme takto: Parcidlni derivaci
Lagrangeovy funkce (|1.154)) podle

L .
a—. = mliy cos § + mi0

00



1.8. RESENE ULOHY NA EULEROVY-LAGRANGEOVY ROVNICE 61

opét zderivujeme podle Casu:

L . .
i (8—) = mld; cos @ — mliy0sin 6 + mi®0.
dt \ 96

Lagrangeovu funkci (1.154) déle jesté parcidlné zderivujeme podle 6:

oL
00

Druhou pohybovou rovnici potom nalezneme ve tvaru:

= —mlifsinf — mgl sin 6.

d [OL oL .
&(%> =2 = Iycosf+ 10 =—gsind,
kde se vyrusil ¢len —mli16sin 0 vyskytujici se na obou stranach a vykratil souc¢in ml.

e Reseni pohybovych rovnic
Mame tedy fesit pohybové rovnice
(M 4 m)iy 4+ mlf cos § — mlh?sinf = 0, iy cosf+ 160 = —gsinb,

které tvori soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu pro nezndmé funkce
x1(t) a 0(t). Nalézt FeSeni téchto rovnic vSak zatim neni snadné. Bréni tomu zejména fakt, Ze
zobecnéna soutadnice 6 vystupuje v argumentu goniometrickych funkeci sinus a kosinus a proto
jsou tyto rovnice nelinearni. Jejich linearizaci bychom tuto obtiz mohli odstranit. Budeme tedy
predpokladat, ze vychylky 6 jsou natolik ,malé“, Ze priblizné plati

sinf =0, cosf = 1.

»,Malé* hodnoty # vsak zptisobi, Ze i 0ad jsou ,malé“. Proto dale jesté zanedbame ¢len s 92,
ktery predstavuje malou veli¢inu vyssiho fadu nez veli¢iny s 6 nebo 6. Potom pohybové rovnice
maji tvar

(M +m)i; +mlf =0, iy 410 = —gb. (1.155)

Vidime, Ze zustaly pouze linearni ¢leny obsahujici zvlast obé zobecnéné soufadnice a jejich
druhé derivace. Z druhé rovnice tedy muzeme vyjadrit Z; a dosadit do prvni rovnice. Potom
dostavame ) ) )
— (M 4+ m)(g8 +10) + mlf = —(M +m)gh — M6 =0,
kterou prepiSeme na tvar
M+m
Jp=0.
M
Tato rovnice pripomina pohybovou rovnici ,malych kmiti“ matematického kyvadla, viz vztah

(1.136]) v tloze na str. avSak nyni je zde navic ¢len (M + m)/M. Jejim FeSenim tedy
je

0 +

(M +m)g
Ml

je vlastni tthlova frekvence kmitti a amplituda A a poc¢atecni faze ¢ kmith zavazi jsou integracéni

konstanty, které uréime z po¢ateénich podminek (0) = 6, a 0(0) = wo. Vyjadiime-li druhou

derivaci 0(t) podle ¢asu

6(t) = Asin(Qt + ¢), kde Q= (1.156)

0(t) = —Q*Asin(Qt + o),
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a dosadime-li ji do prvni ze zlinearizovanych pohybovych rovnic (1.155]), dostavame

ml

(M +m)i; —mIQPAsin(Qt +¢) =0, = & = S

Q*Asin(Qt + ¢).

Nyni tuto rovnici dvakrat zintegrujeme podle ¢asu a dostavame hledanou funkci

l
21(t) = —MnimAsin(Qt—l—@jLC’lH—Cg, (1.157)

kde C; a Cy jsou integra¢ni konstanty, které uréime z pocatecnich podminek x;(0) = z( a
xl(O) = Vp.
Funkce z;(t) a 0(t) znédzornime pro nasledujici po¢ateéni podminky:

0(0)=0,  6(0)=wy,  x(0)=0,  i(0)=0.
Lze se snadno presvédcit o tom, ze potom jednotlivé integracni konstanty vychézeji takto:

wo mle

A_ = =
Qa ¢ 07 Cl M—i—m’

Podminka pro ,malé“ kmity zavazi s amplitudou A tedy déle fika, ze musi platit wy < €.
Shrneme-li vysledky, zobecnéné souradnice tedy na case zévisi nasledujicim zpisobem:

mlwy . mlwy wWp .
t) = ——— Qt t 0(t) = — Qt 1.1
z1(t) Q(M—i—m)sm +M—|—m’ (1) o sin . (1.158)
zobecnéné rychlosti takto:
. mlw .
i (t) = M—i—(;n (1 —cosQt), 0(t) = wo cos Q. (1.159)

Casovy vyvoj vech ¢tyt veli¢in je zndzornén na obr.

0,05 | : 0,10 | ,
| | .~
0,04 | o AN
0,031 | 1 0,026--% 7D I-i—\ff—\\-l—i—\w
0,021 : | ’ X LA Mo
’ < | 0,007 T 1
0,01f o~ }- | WERR [
0,00 -0,05- \\ l N/ i
0,01 —mmee fl /1] 1 - 0 (radl/s) \/ i
0 27 /Q) ma 0 27 Q) AT /Q
t t

Obrazek 1.18: Vlevo: Zavislost zobecnénych soufadnic z; a 6 na ¢ase podle (1.158)). Vpravo:
Zavislost zobecnénych rychlosti &7 a 6 na ¢ase podle (1.159). Za konstanty byly dosazeny tyto
hodnoty:M/m = 0,5; [ = 0,5m; wy/Q = 0,01.
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Zakony zachovani

Ulohu timto povazujeme za vyfesenou. Zabyvejme se vSak jesté tim, jaké zdkony zachovani
zde plati. Vsimli jsme si, ze

oL

aiCl N
Zobecnéna soutadnice x; je tedy cyklickou soutadnici a proto plati zakon zachovani zobecnéné
hybnosti

0.

oL . ;
8_561 = (M +m)iy +mlf cos¥.

Rovnice ‘
(M + m)iy + mlf cos § = konst. = p;
obsahuje jiz jen prvni derivace zobecnénych soufadnic a tedy predstavuje prvni integral po-
hybovych rovnic. Lagrangeova funkce dale explicitné nezavisi na case t, tj.
oL
— =0,
ot

a proto integral energie

oL oL .
h=—i —0—- L=
0$1x1+89

= (M +m)i? + 2mli6 cos 6 + mi*6% — % (M +m)i? — mli10 cos 0 — %ml292 — mglcosf =
= %(M—i—m)x% +mli16’cosé’—|— %leQQ —mglcos@ =T +V

je roven mechanické energii a je rovnéz konstantni. Rovnice

(M +m) ]+ mli10 cos 0 + %mﬁé? — mgl cos = konst. = F

je tudiz dalsim prvnim integralem pohybovych rovnic. Soustavu rovnic tvofenou obéma prv-
nimi integraly

(M + m)iy +milf cosh = py, (1.160)
L(M +m)if + mli10 cos 0 + %ml%’2 —mglcost = E (1.161)

vSak opét nelze fesit elementarnimi kroky, nebot 6 je zde stéle argumentem goniometrickych
funkci sinus a kosinus. Provedeme-li linearizaci prvniho z prvnich integralt (1.160)) vypovida-
jicitho o zakonu zachovani zobecnéné hybnosti p;, dostavame

(M +m)iy 4+ mlf = p,.

Lze se presvédcit o tom, ze TeSeni linearizovanych pohybovych rovnic (1.155)), ktera jsou vy-
jadfena funkcemi (1.156) a (1.157), tj.

(M +m)g

0(t) = Asin(QU + ¢), kde Q= TR (1.162)
ml ,
x1(t) = —M+mA51n(Qt+¢) + Cit + Cy (1.163)

jsou zaroven feSenimi tohoto zlinearizovaného prvniho integrélu, pticemz p; = (M + m)Ch.
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Linearizaci druhého z prvnich integralt tykajiciho se zakona zachovani mechanické
energie I/ musime provést ponékud ,opatrnéji“, nebot se zde vyskytuji kvadraty a souciny
zobecnénych rychlosti. Musime zde totiz zachovat vSechny ,,malé“ veli¢iny druhého fadu, proto
funkci kosinus nahradime prvnimi dvéma ¢leny jejtho Taylorova rozvoje:

cosf =1 —16° (1.164)
a proto zlinearizovany druhy z prvnich integrala (1.161) nabyva tvaru:
L(M +m)i]+ mli6(1 — 16%) + %ml292 —mgl (1 —16*) = E.
Po roznéasobeni druhé a treti zavorky potom dostavame

(M +m) &3 + mli + 3mi*6* — mgl + 1mgld* = E,

N |—

piicem? zanedbavame ¢len —mli; 062 /2, nebot to je jiz ,maly*“ ¢len tfetiho fadu. Lze ukazat,
ze TeSeni ([1.162)) a (1.163)) této rovnici vyhovuji, pficemz E = (M + m)CE — mgl.

1.8.5 Oscilator s kyvadlem

Oscialor je tvofen télesem o hmotnosti M, které je pfipevnéno k jednomu konci pruziny o tu-
hosti k. Jeji druhy konec je vetknut do zdi. Na télese M je privazano nehmotné lanko délky
[, na jehoz druhém konci visi zavazi o hmotnosti m. Na tuto mechanickou soustavu ptisobi
tithova sila Zemé, ktera je urcena tihovym zrychlenim g. Téleso M se mize pohybovat pouze
ve smeéru osy pruziny, jez je zaroven kolma k vektoru g. Zavazi m se muze vzhledem k télesu
M pohybovat po oblouku kruznice o poloméru [. Jaky je pohyb této mechanické soustavy?

ReSeni: Zvolime takovou kartézskou soufadnou soustavu, Ze osa z; je rovnobé&Zna s osou
pruziny a osa x, je rovhobézna s vektorem g, pricemz mé opacnou orientaci. Pocatek souradné
soustavy umistime do takové polohy télesa M, ve které neni pruzina zdeformovana. Mechanicka
soustava je ukdzana na obr. [[.19]

Obrazek 1.19: Té€leso M je pripevnéno k pruziné o tuhosti k. K tomuto télesu je privazano
lanko délky [, na jehoz druhém konci visi zavazi o hmotnosti m.

e Pocet stupni volnosti

Mechanickou soustavu tvoii dvé télesa (N = 2), pfi¢emz jsou obé vazéna na kiivku. Soustava
tedy bude mit celkem M = 3N — 2 — 2 = 2 stupné volnosti odpovidajici dvéma zobecnénym
souradnicim.
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e Hledani zobecnénych souifadnic

Zobecnéné souradnice budou zfejmé stejné, jako v predchozi tiloze na str. [p9 kartézska
souradnice x; télesa M a thel 6 odklonu lanka od svislice. Kartézské souradnice zavazi tedy
budou opét vyjadieny témito transformacnimi vztahy:

x4 =1+ [sinb, x5 = —lcosd, xg = 0.
Totalni derivaci prislusné kartézské souradnice podle casu ziskdme kartézské slozky rychlosti:
I, Ty = X1+ 10 cos 0, Ty = —10sin 6
a jejich kvadraty ve tvaru

i @2 = &% + 20i10 cos 0 + 1262 cos? 0, 2 = 126%sin? 0.

e Vyjadreni Lagrangeovy funkce

I kineticka energie T' této mechanické soustavy ziejmé vyjde stejné jako v ptrechozi tloze:

3 6
T = Z M7 + Z imi? = iMit +im (x% + 20160 cos O + 1262 cos? § + 126% sin® 9) =
i=1 i=4

= % (M +m)a? + mli0 cos 6 + %mﬂé?,

Potencialni energie V' se od predchozi tlohy bude pouze lisit ¢lenem popisujicim silové ptisobeni
pruziny:
V = 1ka? — mgl cos 6.

Lagrangeova funkce L této mechanické soustavy je tedy nasledujici:

L=T -V =3(M+m)i?+mliifcosd+ imi*0* — 1ka? + mgl cos®. (1.165)

e Sestaveni pohybovych rovnic

Pohybovou rovnici odpovidajici zobecnéné souiadnici x; ziskdme néasledovné. Nejprve vyja-
diime

g_ji = (M +m) &1 4+ mlf cos b,
odkud
% (%) = (M +m)iy +mlf cos — mlf*sin 6.
A dale
6_L = —kx;.
0,

Prvni pohybova rovnice tedy ma tvar:

d (0L 0L . )
— === = M +m)i, + — 2sinf = —kx;.
T (8x’1) Oz ( m)iy + mlf cos — mlb°sin 6 kaxy
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Pohybovou rovnici odpovidajici zobecnéné soutradnici 6 sestavime obdobné. Vyraz

L .
a—. = mliq cos O + ml?0

00
opét zderivujeme podle Casu:

d (0L :
— (—) = mli, cos @ — mli16sin 6 + mi>6.
dt \ 00

Lagrangeovu funkci ((1.165)) parcidlné zderivujeme podle

oL

0= —mlz160sin @ — mglsin @

a druha pohybova rovnice je potom tato:

d (0L oL i
a(5) =55 = Zycosf+ 10 =—gsind.

e Reseni pohybovych rovnic

Sestavili jsme pohybové rovnice
(M 4+ m)d; + mlf cos @ — mlf?sin = —kxq, 21 cosf + 16 = —gsinf

ve tvaru obyéejnych diferencidlnich rovnic druhého f¥adu, jejichz fesenimi jsou funkce x;(t)
a 0(t). Vzhledem k tomu, ze tyto rovnice jsou opét nelinearni stejné jako v predchozi tloze,
provedeme jejich linearizaci tim, Ze budeme predpokladat ,,malé“ vychylky 6, coz znamena, Ze

sinf =0, cosf = 1.

Poté, co jesté zanedbame ¢len s §? predstavujiciho malou veli¢inu vyssiho ¥adu, linearizované
pohybové rovnice jsou tyto:

(M +m)iy +mlf + kxy =0, i1 4104 g0 = 0. (1.166)

Vidime, ze zustaly pouze linearni ¢leny obsahujici zvlast obé zobecnéné soufadnice a jejich
druhé derivace, jak jsme zamysleli. Avsak nemizeme odstranit provazanost obou rovnic, jako
jsme to udinili v predchozi tloze, nebot nyni se v prvni rovnici vyskytuje kz;. Rovnice tak
vzdy budou obsahovat obé funkce z;(t) a 6(t).

Metoda hledani vlastnich kmitu

Z charakteru pohybu mechanické soustavy predpokladame, zZe obé zobecnéné soutadnice x; a
6 budou néjakym zplisobem kmitat okolo rovnovaznych poloh z; = 0 a 6 = 0. Budeme tedy
hledat, zda vibec a popf. za jakych podminek nastane situace, kdy obé souradnice kmitaji
se stejnou thlovou frekvenci Q a se stejnou fazi ¢. Reseni pohybovych rovnic tedy
predpokladédme ve tvaru
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kde A; a As jsou amplitudy kmiti a predstavuji zde integra¢ni konstanty. Druhé derivace
téchto funkci

i (t) = =% A, sin(Qt + o), 0(t) = —Q%A, sin(Qt + ¢)

spolu se samotnymi funkcemi (|1.167]) dosadime do pohybovych rovnic ((1.166]). Poté, co vyt-
kneme sin(Qt + ¢), dostavame

[—(M +m)Q*A; — mIQ® Ay + kA ] sin(Qt+¢) = 0, [-Q%A; — IQ%A; + gAs] sin(Qt+¢) = 0.
Aby obé rovnice platily pro libovolné ¢, musi byt nulové obé hranaté zavorky, tzn.
— (M + m)QQAl - leQAQ + ]CAl = O, —QQAl - lQ2A2 + gA2 = 0. (1168)

Tyto dvé rovnice predstavuji soustavu linearnich algebraickych rovnic pro amplitudy kmitd A,
a As. Tato soustava je vSak homogenni (pravé strany jsou nulové), coz znamen4, Ze jeji FeSenti je
pouze jediné: A; = Ay = 0, kterému fikame trividini resend. To vede k zavéru, ze z1(t) = 0(t) =
0, a tedy, ze kazdé z téles zistava v klidu ve svych rovnovaznych polohach. Pokud hledame
jiné FeSeni nez trividlni (predpokladdme, Ze nic nebrani tomu, aby se mechanickd soustava
pohybovala), je tieba docilit toho, aby byly rovnice ((1.168) na sobé lineédrné zavislé. Uvidime
ale, ze timto krokem nezajistime jen jedno netrivialni feSeni ale hned nekonecné mnoho. Jak
ukazeme déale, to bude zcela v souladu s pohybem obou téles.
Nejprve rovnice prepiseme do nasledujiciho maticového tvaru:

[_(M+m)92+k —miQ? } {Al ] _ {0 ] (1.169)

—Qz —ZQ2 =+ g A2 0

Z matematického kurzu linearni algebry vime, Ze obé rovnice (1.168) budou linearné zavislé,
pokud je determinant matice v ({1.169) roven nule:

—(M+m)Q*+k  —mIQ?

det [ 2 L1024 g

] — [~ (M +m)@ 4 k] (I + g) — mi* = 0.

Po drobné tpravé této rovnice dostavame nasledujici kvadratickou rovnici pro kvadrat neznamé
thlové frekvence Q2

MIQ* — [(M +m)g + k] Q* + kg =0, (1.170)

jejiz kofeny jsou tyto:

(M +m)g + ki 1

2 2 _ -
O, = i e [[(M 4 m)g + ki — 4Mlkg
_ (M +m)g+kl 14 1 4Mlkg e (1171)
2M1 (M +m)g + K]

Dostavame tedy dvé hodnoty tthlové frekvence, pro které by mohlo platit, ze obé zobecnéné
soutadnice z; a 6 zaroven kmitaji s touto frekvenci. Odmocnénim posledni rovnice dostavame
obé€ frekvence ve tvaru

4
Qo = \/(M gk Mikg (1.172)
2M1 (M +m)g + Kl
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Je vSak tfeba prozkoumat, zda obé hodnoty thlové frekvence nabyvaji realnych hodnot. Ar-
gument vnitini odmocniny v (1.172)) nesmi byt zaporny, a proto musi platit

AMlkg < [(M +m)g + kl)* = (M +m)?¢> + 2(M + m)lkg + k212,
Tuto nerovnici dale upravime tak, Ze levou stranu prevedeme napravo:
0 < (M +m)%¢* — 2Mlkg + k**> + 2mlkg = [(M + m)g — k> + 2mlkg.

Protoze prvni clen je pritomen v kvadratu a druhy clen je vzdy kladny, tato nerovnice je
splnéna za vSech okolnosti. Prava strana navic nikdy nemiize byt rovna nule pro nenulové
M, m, k a [. Tudiz i vnitini odmocnina v nabyva vzdy realnych hodnot. Dale je
vnitini odmocnina vzdy mensi nez 1, protoze v jejim argumentu se od jednicky odecita ¢islo
mensi nez 1. Z toho vyplyva, Ze i argument vnéjsi odmocniny je vzdy kladny a proto jsou obé
hodnoty tthlovych frekvenci €2; a €2 rovnéz realné. Tyto tthlové frekvence €2, a )y se nazyvaji
charakteristické frekvence mechanické soustavy a podle (1.172) zfejmé pro né plati

Ql > Qg.

Dosadime-li postupné tyto hodnoty zpét do jedné z rovnic ((1.168) (je lhostejné do které,
nebot jsou linedrné zavislé) a zvolime-li jednu z amplitud jako parametr, napi. Ay, vypocitame
druhou amplitudu jako funkci té prvni:

k—(M+m)Qi,

mi 5

— (M +m)Q] A1 —miIQ] , A+ kA =0 = Ay = Ay (1.173)

Do kvadratické rovnice dosadime oba kofeny Q2 a Q2 a upravime ji do tohoto tvaru:

k—(M+m)Qi, k—M3,

miQ3 , mg

kde na levé strané poznavame konstantu timernosti mezi A; a A, v rovnici ((1.173), ktera proto
je
Ay = —2A,. (1.174)
mg
Je ziejmé, ze Citatel ve zlomku rozhoduje o tom, zda amplitudy budou mit stejné, ¢i opacna
znaménka. Kdybychom zkoumali kvadraty obou vlastnich frekvenci pro rizné hodnoty M, m,

k a [, zjistili bychom, Ze plati nasledujici nerovnice:
MQF > k, MQ3 < k.

Tyto nerovnice spolu s fikaji, ze v pripadé nizsi charakteristické frekvence €2y jsou
znaménka u amplitud A; a A, stejna. Kmitim s touto frekvenci tedy budeme fikat symetrickée
kmity a vSechny veli¢iny s nimi spojené budeme oznacovat indexem ,,s“. Pro symetrické kmity
(s nizsi vlastni frekvenci) tedy plati

. 2
ngggzwwwl{l_w AM kg } Ay = B MR

2M1 (M +m)g + kI]* mg

Pokud se zaméfime na vyssi vlastni frekvenci €2, znaménka u A; a A; vyjdou opacna. Kmity
s vyssi frekvenci se proto nazyvaji antisymetrické kmity a budeme je znacit indexem ,a‘“:

M +m)g + kl 4MIk M2 —k
02 =02 = )9 1+ [1— I Ay, =—— T AL (1.176)
2M1 (M +m)g + k] mg
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Symetrické a antisymetrické kmity se nazyvaji vlastni kmity mechanické soustavy a jde o tzv.
sprazené kmity, nebot kmity jednoho télesa (M) jsou jednoznacéné dény kmity druhého télesa
(m).

Partikularni feseni soustavy pohybovych rovnic (|1.166]) pfedstavuji pro oba vlastni kmity
nasledujici dvojice funkci:

k— MQ?
xl,s(t) = Al,s sin (Qst + Gbs) ) Qs(t) = m—gSALS Sin (Qst + ¢s) (1177)
A 2
MQ: —k
T14(t) = Ay asin (Qat + ¢a) , 0.(t) = _m;gAl’a sin (Qat + ¢a) - (1.178)

Vratme se jesté na chvili ke kroku, jenz jsme udinili, abychom nedostali trivalni Feseni
homogenni soustavy rovnic (|1.168]). Hledali jsme, za jakych okolnosti budou rovnice linearné
zavislé (determinant pfislusné matice jsme polozili roven nule). Touto cestou jsme dostali
charakteristické frekvence obou vlastnich kmit mechanické soustavy (€2 2). Zavislost rovnic
vSak zpusobila, Ze jejich TeSeni jsme museli vypocitat tak, Zze jsme jednu neznamou
(A7) prohlasili za parametr a druhou nezndmou (As) dopodcitali. Takovych TeSeni je ziejmé
nekonecné mnoho. Toto je vSak pro spfazené kmity prirozené: pokud nastavime jednu ampli-
tudu (A;) kmitt jednoho télesa (M), jiz zndme amplitudu (As) kmitid druhého télesa (m).
Ptirozené ale mtizeme zvolit nekonec¢né mnoho riznych hodnot amplitudy prvniho télesa.

Linearni kombinace obou vlastnich kmitt (1.177)) a (1.178)

x1(t) = Ay ssin (Qst + ¢s) + Ay asin (Qat + ¢a) (1.179)
2 2 2
MG MO2
o) = "M ) in @t + 6 — LB TR A in (Qut + 64) (1.180)
mg mg

jsou nakonec obecné feseni soustavy linearizovanych pohybovych rovnic . Vidime, ze
obsahuji celkem Ctyfi integracni konstanty A; s, ¢s, A1 @ ¢a, které se urci ze ¢tyt pocatecnich
podminek z1(0) = g, £1(0) = vy, 0(0) = 0y, 0(0) = wp.

Derivaci funkei (1.179) a ((1.180]) dostavame zavislosti obou zobecnénych rychlosti na case:

B (t) = QA5 cos (Ut + ¢s) + QaAy acos (Qat + ¢a) , (1.181)
. E— MQ? MO? — k
0(t) = ————QA1scos (st + ¢s) — — QA1 5 cos (Qut + ¢a) . (1.182)
mg mg

Pribéh obou funkci ukdzeme na prikladu, v némz jsou pocatecni podminky nasledujici:
21(0) = 0, i1(0) = vy, 0(0) =0, 0(0) = 0.

Integracni konstanty potom vyjdou takto:

Vo MQE%—]{? A Vo k—MQz
l,a

s — Pa = U, As: y = .
95 = ¢a =0 BTOMO, 02— Q2 AT MQ, 02— 2

Na obr. jsou ukdzany Casové vyvoje zobecnénych soufadnic x,(t) a 0(t) a zobecnénych
rychlosti &1 (t) a 0(t).
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0,03

[
> (m/s I
0,01 -,,'__\__"El_(ill/_“____l_\_‘__ll__ — -
0,00 (W ‘.

-0,02 T T T 1 -0,03 T T T T

Obrazek 1.20: Vlevo: Zavislost zobecnénych souradnic z; a ¢ na case podle (1.179) a (1.180).
Vpravo: Zavislost zobecnénych rychlosti ; a 6 na ¢ase podle (]1.181[) a d1.182[). Za konstanty
byly dosazeny tyto hodnoty: M = 0,5kg; m = 0,1kg; l = 1m; k = 2N/m; vy = 0,01 m/s.

Zakony zachovani

Poznamenejme jesté, ze Lagrangeova funkce ((1.165]) explicitné nezévisi na case, tedy

oL
0
ot ’
a proto integral energie

h=31(M+m)if+ mli16 cos 0 + %ml292 + 1ka? — mglcos = T +V = konst.

je roven mechanické energii a je konstantni. Tento prvni integral pohybovych rovnic jsme vsak
pro jejich feSeni nevyuzili.

1.8.6 Keplerova tloha

Téleso o hmotnosti m se pohybuje v blizkosti druhého télesa o hmotnosti M, pficemz plati
m < M. Obé télesa na sebe plisobi gravita¢nimi silami podle Newtonova gravita¢niho zakona.
Vysetiete pohyb télesa m.

Reseni: Protoze hmotnost M je viznamé ,vétsi“ nez hmotnost m, body trajektorie télesa
M jsou ,velmi blizko* stfedu hmotnosti obou téles. Budeme tedy predpokladat, ze se s velmi
dobrou aproximaci téleso M zde nachéazi po celou dobu pohybu.

Pocatek kartézského souradného systému zvolime ve stfedu hmotnosti obou téles, kde se
zaroven nachézi i téleso M. V daném okamziku ma téleso m polohovy vektor r; a rychlost v;.
Osy x; a x5 déle tvori rovinu xyx5, ve které lezi oba vektory r; a v;. Situace je ukazana na

obr. [L.21] vlevo.

e Pocet stupna volnosti

Mechanickou soustavu tvori pouze jedno téleso m, tzn. N = 1, jehoz poloha je ddna 3N = 3
kartézkymi soutradnicemi x1, xo a 3, které jsou zaroven slozkami polohového vektoru r; =
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) xv 1 Ly

Obrézek 1.21: Vlevo: Téleso o hmotnosti m se pohybuje v poli gravita¢ni sily F; o, kterou na
néj pusobi téleso M, ptricemz M > m. Téleso M se nachazi v pocatku soustavy souradné,
téleso m ma v daném okamziku polohovy vektor r; a rychlost vy, které se nachazeji v roviné
x1x9. Vpravo: Geometricky vyznam zobecnénych soutadnic r a .

(21, 22, x3). Na toto téleso v kazdém okamziku piisobi gravitacni sila podle Newtonova gravi-

ta¢niho zékonal?
mM
F1 2 = —G

1.183

kde G = 6,67 - 10" Nm?kg 2 je gravitaéni konstanta. Gravitacni sila ptisobici na téleso m
tedy neustale sméruje v opacném sméru vzhledem k vektoru r;. Trajektorie télesa m proto
bude rovinna kfivka, jejiz vSechny body nalezeji roviné urcené jeho polohovym vektorem r; a
vektorem rychlosti v; totozné s rovinou x;z9. Pohyb télesa m v roviné znamené, ze mechanicka
soustava bude mit celkem M = 3N — 1 = 2 stupné volnosti, coz odpovida dvéma zobecnénym
souradnicim.

e Hledani zobecnénych soufadnic

Vzhledem k charakteru gravitacni sily ([1.183]) zvolime nasledujici dvé zobecnéné soutadnice:
vzdalenost r od stfedu soufadného systému a tihel ¢ odklonu privodice od osy w1, viz obr. [I.2]]
vpravo. Kartézské souradnice télesa m tedy budou vyjadieny témito transformacnimi vztahy:

T1 = T COS ©, To = 7SIn @, zg = 0.
Prislusné kartézské slozky rychlosti jsou potom nasledujici:
T1 =T1COoSp — rysingp, Ty = TSN Y + T COS P, r3 =0,
pricemz jejich kvadraty jsou tyto:

i = 7% cos® p — 7r¢ cos psin p + rip?sin? o,
i3 = 77 sin’ @ + 71 cos psin @ + r’p? cos® @,

.2
x5 = 0.

32Vyjadieni gravitacni sily v uvedeném tvaru jsme jiz rozebrali v piikladu 1.2, viz vztah (1.20) na str.
kde bychom dosadili ro = 0, nebot se téleso M neustale nachazi v poéatku soufadného systému.
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e Vyjadreni Lagrangeovy funkce

Kinetické energie T" mechanické soustavy (télesa m) vyjde ve tvaru

2 1,2 1,22
My = smr- + smr-e-,

~

I
™
N[ —=

kde se vyrusily prostiedni ¢leny v #% a #3. Potencialni energii V' vyjadiime taktd™)|

mM:_GmM.

vy | r

V=-G

Lagrangeova funkce L této mechanické soustavy (télesa m) potom je

M
L=T-V=1m?+ lmr?p? + G (1.184)
T

e Sestaveni pohybovych rovnic

Pohybovou rovnici odpovidajici zobecnéné soutadnici r sestavime obvyklym zptisobem. Nej-
prve

oL _
or

d (OLN _ .
at\or ) =M

Pravou stranu této pohybové rovnice ziskame takto:

oL = mr¢® — GmM
or

Potom prvni pohybova rovnice ma tvar:

d oLy oL e oM
dt \or) or T r2’

mr,

a déale

r2

kde se vykratila hmotnost m.
Pohybovou rovnici odpovidajici zobecnéné soutadnici ¢ ziskame v této podobé. Zac¢neme
S Vyrazem

oL )
— =mr
a(p 4107

ktery zderivujeme podle ¢asu:

d L
— (8 ) = 2mrip + mrip.

at \ ag
Déle Lagrangeovu funkeci ((1.184)) parcidlné zderivujeme podle ¢
oL
— =0.
I

33Vig piiklad 1.2, vztah 1D na str. pricemz ry = 0.
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Druhé pohybovéa rovnice je potom néasledujici:

ACEV A prre=>5

kde se vykratil soucin mr.

e Reseni pohybovych rovnic
Pohybové rovnice
P=ret—G—, ro+ro=0
r

tvofi soustavu obycejnych diferencialnich rovnic druhého tadu, jejichz fesenimi jsou funkce
r(t) a p(t).

e Zakony zachovani

Lagrangeova funkce (|1.165]) explicitné nezavisi na zobecnéné soutradnici ¢, neboli

oL
— =0,
dp
a proto se zobecnéna hybnost
oL 5 .
Dy, = =— = mr-p = konst. 1.185
®» 8@ ( )

zachovava a tato rovnice je tedy prvnim integralem pohybovych rovnic. Zobecnéna soutadnice
@ je tudiz cyklickou soutadnici.

Plocha dS opsana priivodicem je rovna plose trojuhelniku

, ., a9
: < }m : \{Hdg&

d P d o
N> o L o
- trajektorie i trajektorie
P . at
&0 Z 0

Obrazek 1.22: Vlevo: Infinitezimalni plocha dS opsana pruvodi¢em pii zméné zobecnéné sou-
Fadnice dp. Vpravo: Stejnd plocha dS je rovna plose $r(r dy) naznaceného trojuhelniku.

Podle obr. vpravo je infiniteziméalni plocha, kterou privodi¢ opise pii zméné thlu ¢
o dy pfi okamzité vzdalenosti r télesa m od pocatku souradného systému, dana vztahem

dS = Lr(rdy) = 1r’de.
Vydélenim této rovnice dt a uzitim ({1.185)) pak dostavame

dS_l 2.  DPo
" =57 gp_Qm_konst.
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Tento vysledek tika, ze plocha opsané privodic¢em za jednotku casu je konstantni bez ohledu
na okamzitou hodnotu r nebo ¢. S timto vysledkem jsme se jiz setkali v zakladnim kurzu
mechaniky a je vyjadfenim 2. Keplerova zékona (zdkona ploch)ﬁ

Déle jesté Lagrangeova funkce explicitné nezavisi na case t:

oL

— =0.
ot
Integral energie
oL oL M
h=—i+—¢—L=1imi*+imr*¢* — G2 =T+ V = E = konst. (1.186)
or o r

je roven mechanické energii télesa m a ta se rovnéz zachovava. Jde proto o dalsi prvni integral
pohybovych rovnic. Podobné jako v tloze[1.8.3]o télisku klouzajicim po kuzelové ploSe, viz krok
,Reseni pohybovych rovnic* od str. vyuzijeme obou prvnivh integrali ke kvalitativnimu
popisu pohybu.

Metoda efektivni potencialni energie

Z prvniho integralu (1.185) vyjadiime zobecnénou rychlost

. Py
O = 2 1.1
mr? (1.187)

a dosadime ji do prvniho integralu (|1.186)):

2
P mM
5 ¢r2 -G " =F. (1.188)

%m?’”2 +

Tato rovnice vyjadiuje zakon zachovani mechanické energie néjakého nového télesa, které se
pohybuje pouze podél osy r, pficemz jehoz efektivni kinetickéd energie je

T = Imi® (1.189)

a jeho efektivni potencialni energie je rovna souctu obou zbyvajicich ¢lenti obsahujicich 7:

2
D mM
Vi= 2 _@G 1.190
2mr? r ( )
a plati
E=T"+V* (1.191)

Zobecnénou hybnost p, zndme z poc¢atecnich podminek a tudiz zndme i efektivni potencidlni
energii V*. Jeji graf je ukazan na obr. [1.23]

Je zfejmé, 7e E > V* nebot (efektivni) kinetickd energie nemize byt zaporna. Pokud

E = V*, potom T* = 0. V tomto okamziku je zobecnéné rychlost r nulova a téleso m vuci
télesu M neméni vzdalenost, kterou oznacime r,,. Tyto situace budeme v dalsim zkoumat:

P> mM ) P>
E=V*(ry) = —"~ -G = Er: +GmMry, — —2 = 0. 1.192
(rm) 2mr2 T'm m " 2m ( )

34Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 13, odst. 13-7.
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Vi(r) Vi(r)
A A
\ ) \ 2
' pYA \ p;
\ 2mr? \ 2mr?
roos yrmin‘ Tmax
U S E— > O >
V E<07 =
E=-GIM LN 4
r
! / /\ mM //\ mM
=G /=G
I I/

Obrazek 1.23: Graf efektivni potencialni energie V*(r) definované vztahem (1.190) — ¢erna
kiivka. Vlevo: Mechanické energie £ je rovna minimu V*(r) pro r = ro. Vpravo: Mechanicka
energie F je zaporna (ale vyssi, nez minimum V*(r)).

Resime tedy kvadratickou rovnici, jejiz kofeny r,, jsou

GmM 1 2Ep? GmM  GmM 2mEp?
= L (GmM)2 + R = + 1 b
" op T ap\ (EmMP =0 °F 28\ T (Gmenny
GmM 2mEp;,
il (N S Rl 0 1.193
oF ( \/ * (Gm2M)2> (1.193)

Existence pouze jediného kofene bude zajisténa tehdy, kdyz argument odmocniny bude nulovy,
neboli
(Gm?2M)?

E=- 5
2mpy,

Jednonasobny koren kvadratické rovnice ((1.192)) potom podle ((1.193)) vyjde

GmM P2
=1 = — = 1.194
fm =10 2E Gm2M (1.194)
a mechanickou energii nalézame ve tvaru
mM
EF=-G . 1.195
o (1.195)

Tato situace odpovida pripadu, kdy E je rovna minimu efektivni potencialni energie, viz
obr. [[.23] vlevo:

dv* P2 mM P2
S A N S
dr |,._,, mrg 3 T Gm2M

pricemz hodnota efektivni potencialni energie v tomto minimu je

p?o _GmM:_GmM.
2mrd o 270

V*i(ro) =

Znamena to, ze v takovém pripadé je T* = 0 po celou pohybu a tudiz vzdalenost ry télesa m
od télesa M je konstantni. Trajektorie télesa m je proto kruznice o poloméru rg.
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Jestlize mechanicka energie nabyva hodnot

GM)*m?
_%<E<O’
®

kvadraticka rovnice (1.192) ma podle (1.193)) nasledujici dva koteny:
GmM 2mEp;
win = o | —14 4 [14 2 |
" oF ( “% +(Gmwwy>

M 2mEp?
I GmM —1— /14 _SMEP, .
2F (Gm2M)?

Oba vztahy dale rozsifime nasledujicim zpisobem:

omEn2 \ 1+4/1+2mEp?/(Gm2M)?

Tmin = 5 Gm?M)* | | \/1 + 2mEpZ /(Gm2 M )? )
) p2/(Gm>M) | (1.196)
1+ \/1 +2mEp2 [(Gm2M)?
max =~ (GmEM) ) 1 — |1+ 2mEp2 / (Gm M)
p2/(Gm>M) (1.197)

_1—Vﬁ+amE@AGmM@?

Hodnota r.;, zfejmé predstavuje nejmensi vzdalenost télesa m od télesa M, zatimco 7pax
vzdalenost, kdy téleso m je od télesa M nejdale, viz obr. [[.23] vpravo.
Zajimavy pripad nastane, kdyz £ = 0. Kvadratickd rovnice ((1.192)) nyni nabyva tvaru

odkud
(1.198)

Tato hodnota tika, do jaké nejmensi vzdalenosti se v tomto ptripadé téleso m priblizi k télesu
M. Naproti tomu neexistuje omezeni maximalni vzdalenosti obou téles. Tento pripad je ukazan
na viz obr. [[.24] vlevo.

Nakonec kratce prodiskutujeme situaci, kdy £ > 0. V takovém piipadé podle (1.197) rmax
nabyva zapornych hodnot. Protoze obecné plati » > 0, znamena to, Zze maximalni vzdalenost
télesa m od télesa M opét neni omezena. Naopak minimalni vzdalenost r.,;, popsana vztahem
[199), ¢

2 2
oot = pp/(Gm" M) , (1.199)
1+Vh+2mE@meM@2

je stale kladna a tudiz existuje, viz obr. vpravo.
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Vi(r) Vi(r)
A A
L
\ 2mr?
E > 04 \/\
EF=0 > 0 I e > r
{ ad = W
X N7
win/\ M wn /N
;i =G / -G
1 r i r

Obrazek 1.24: Graf efektivni potencialni energie V*(r) definované vztahem (|1.190) — ¢erna
krivka. Vlevo: Mechanickéa energie E je nulova. Vpravo: Mechanické energie E' je kladné.

¢ Hledani rovnice trajektorie

Nésledujici postup bude sledovat kroky, které jsme jiz prochézeli v tloze o télisku klouza-
jicim po kuzelové ploge, viz krok ,ReSeni pohybovych rovnic“ od str. . Tam jsme jesté
vypocet nedopocitavali do konce, ale tilohu jsme fesili kvalitativné pomoci grafu efektivni po-
tencidlni energie podobné, jako v predeslém textu. Nyni se vSak budeme vénovat kompletnimu
integrovani prvnich integrala (1.185]) a ((1.186]). Podle ((1.187)) plati

dp  py

= — = —. 1.200
14 dt  mr? ( )
Ze vztahu ([1.188]) pro mechanickou energii
2
1 .9 Py mM
it e O = E

vyjadiime zobecnénou rychlost

dr _ 2B 1} L eM

_ 1.201
Y m - m?2r? r ( )
Vydélenim rovnic ((1.200)) a (1.201) dale dostavame
de/dt  d 1
p/dt _de Pe — 4 . (1.202)
dr/dt  dr 2 2B PL | 2GM , [2mE 1 2GMm?
mrey/ — — - -4
m  m?r? r " P2 2 pir

Vidime, ze jsme vyloudili ¢as t a ziistava pouze vzajemna zavislost obou zobecnénych soutadnic
r a . Znamena to, ze smétrujeme k vyjadreni rovnice trajektorie télesa m.

Integraci rovnice prozatim ziskdme zavislost o(r). Nejprve zavedeme substituci
u = 1/r, pfi¢emz pro diferencidly plati du = —dr/r?. Potom

dr du
o(r) ==+ =F )
) \/ omE 1 2GMm? \/ omE 2G Mm?
r +— —u2 =

2 2 2
P2 T par
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V argumentu odmocniny ode¢teme a piicteme vyraz (GMm?/pZ)*:

du
p(r) = F - = =
2mE 2G Mm? GMm? GMm?
5 U — 2 T 2
P2 P2 P2 P2
du
— T : - =
\/ omE < GMm2> (GMm2)
7 (U~ 2 2
P2 v P2
du
=F 3
M
\/K2 — (u _¢ 2m >
P2

kde jsme zavedli konstantu

Ko [2mE (GMm2 ) ? \/ 2mEp? + (GMm?)*
= + = )
P} 2 2

Déle pouzijeme dalsi substituci s = (u—GMm?/p?)/ K, jejiz diferencidl ziejmé vychazi takto:
ds = du/K. Funkei ¢(r) potom nalezneme v tomto tvaru

Kds B ¢/ ds
K? — K252 V1—s2

kde ¢, je integracni konstanta. Po zpétném dosazeni za obé substituce s a u a dale za konstantu
K dostavame

o(r) = = Farccos s + @1,

pa/r — GMm?
\/2mEpi + (GMm?2)®

o(r) = £ arccos + 1.

Inverzni zavislost () jiz snadno dostaneme néasledujicim zptisobem. Nejprve

cos [F(p — ¢1)] = = =
\/2mEp?0 + (GMm?)

po/r — GMm? B ( I _1) 1
2 )
GMmer V2mER [ (GMm2)? + 1

pricemz muzeme vynechat znaménka F, nebot funkce kosinus je sudou funkci. Potom

2 GMTTL2 *
r(p) = el ) =1 : , (1.203)
Lt cos (o — 1) \/2mEp2  (GMm2)? 41 LHEcosle =)
kde jsme zavedli dvé nové konstanty
2 2
* p(p QmEpr
= =\ 7 et L 1.204
" GMm?2’ c \/(GMm2)2 + ( )

Funkce ([1.203) vyjadifuje rovnici trajektorie télesa m v polarnich soufadnicich (r, ). Jejim
tvarem je kuzelosecka (kruZmice, elipsa, parabola nebo hyperbola), pficemz konstanta r* se
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nazyva parametr a konstanta ¢ excentricita kuzelosecky. Skutecnost, ze trajektorii télesa po-
hybujicitho se v poli gravitacni sily je néktera z kuzelosecek, vyjadiuje obecna formulace 1.
Keplerova zakona (zdkona obéznjch drah)ﬁ

Probereme mozné hodnoty excentricity ¢ kuzelosecky. Pfipominame, Ze zobecnéna hybnost
Py 1 mechanickd energie E jsou konstantni a jejich hodnoty urcuji pocatecni podminky:

7(0) = 1o, 7(0) = wo, ©(0) = o, ¢(0) = wo.

Odtud za pomoci prvnich integralt (1.185)) a (1.186)) dostavame jejich hodnoty:

9 9 mM

2 1.2 1
Dy = MryWo, E = smug + smrowy — G o

—2

KruZnice

kruznice

Obrazek 1.25: Vlevo: Trajektorie télesa m je kruznice. Vpravo: Trajektorie télesa m je elipsa.

V pripadé, ze € = 0, funkce ((1.203)) vychazi takto:
r(p) = rg = r* = konst.

Znamena to, ze vzdalenost r télesa m od pocatku souradného systému neni zavisla na ¢, je
po celou dobu rovna pocatecni vzdalenosti rg a tudiz je konstantni. Takova kfivka se nazyva
kruznice a podle prvni z rovnic (1.204) je jeji polomér

=  rowl=GM, (1.205)

coZ je jinym vyjadienim 3. Keplerova zdkona (zdkona obé&znych dob), jak jej zndme ze zéklad-
niho kurzu mechanikym Pro mechanickou energii £ zde plati:

- m—psoZJrl:o L po_ (GM)ym :_<GM4>2m. (1.206)
(GMm?2) 2p3, 219" Wy

35Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 13, odst. 13-7.
36Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 13, odst. 13-7.
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Uzitim (|1.205]) nakonec ziskavame mechanickou energii pro pohyb po kruznici ve tvaru

_GMm

FE =
27”0

ktery opét zname ze zakladniho kurzu mechaniky.ﬂ Trajektorie télesa m pro tento pripad je
ukazana na obr. vlevo. Vztahy pro polomér kruznice ry a mechanickou energii £ jsme
jiz obdrzeli pti kvalitativnim FeSeni tilohy pomoci efektivni potencialni energie, viz (1.194)) a

([199).

Elipsa

Budeme se zabyvat ptfipadem, kdy 0 < ¢ < 1. Pro mechanickou energii v takovém piipadé
podle druhého vztahu ([1.204) plati

M)*m?
- % <E<O0. (1.207)
©

Podle (|1.203) je funkce r(¢) periodickou funkei s periodou 27, pfi¢emz nejmensi jeji hodnota
hodnota podle ({1.203)) nastava, kdyz

* 2 GMm2
Y — 1= 0 = Tmin = 1T = pcp/( ) (1208)
TE 14\ J2mEp2/) (GMm2)? + 1
a nejvetsi, kdyz
* 2 [ (GMm?
O—p1 =T = Tmax = UM pw/( ) ) (1.209)

b=e - omBp/ (GMm2) +1

Oba vztahy jsme odvodili jiz pfi feseni tlohy pomoci efektivni potencialni energie, viz (|1.196))
a (1.197)). Tehdy jsme vSak jesté nemohli urcit trajektorii télesa m. Nyni vidime, Ze kiivka
trajektorie je elipsa s delsi poloosou

” p2/(GMm?) GMm
a = —_ — —_ —
1— g2 QmEp?O/ (GMm2)2 2F
a kratsi poloosou
T p?p/(GMm2) Dy

b

- V1—e? - \/—2mEpa/ (GMmQ)2 B vV—2mE

Eliptické trajektorie télesa m se véemi uvedenymi charakteristikami je zndzornéna na obr. [1.25]
vpravo.

37Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 13, odst. 13-8.
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Parabola

Pro £ = 1 bude platit
Mm
E=0 = T'=-V=-¢ .
r
To znamena, ze T' — 0, kdyz r — o0. Z toho plyne, Zze v nekonec¢nu bude mit téleso m
nulovou rychlost. Trajektorii télesa m mtzeme v tomto pripadé zkoumat pomoci limity £ — 0

v predchozich vztazich ((1.208) a (1.209) pro elipsu:

Tmin — 7" = L Tmax — 0O.
2GMm?’ e
Tento vysledek jsme obdrzeli, kdyz jsme tlohu fesili kvalitativné, jak popisuje vztah .
Tehdy jsme vSak jesté nenalezli tvar trajektorie pro tento pripad. Nyni vidime, zZe trajektorii je
zvétsujici se elipsa nade vSechny meze, ktera se postupné blizi tvaru paraboly. Tato trajektorie
je ukézdna na obr. vlevo.

)
A

parabola

/ - T'mi Tlll\ll\:
r. .—»00

B |<P°c_“'01| hyperbola

/

Obrazek 1.26: Vlevo: Trajektorie télesa m je parabola. Vpravo: Trajektorie télesa m je hyper-
bola.

Hyperbola
Posledni piipad, ktery zbyva, je € > 1. Z druhého vztahu (1.204]) plyne, ze

GM 2,3
E>L—lﬂ— = E > 0.
2p2,
Z rovnice trajektorie ((1.203|) dale plyne, Ze, pokud » — oo, kdy se téleso m dostava do

nekonecna, musi platit
1
cos(p — 1) = ——. (1.210)
€

To ovSsem znamena, ze argument funkce kosinus dosdhne minimalni nebo maximéalni hodnoty

1
Voo — 1 = Farccos (——) ) (1.211)
€
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Dosadime-li ze druhé rovnice ([1.204]), dostavame

GMm?
0 — (1 = *arccos | — mn . 1.212
2 ¥

\/ZmEpi + (GMm?2)*

Uvedené avahy nas vedou k zavéru, ze ve velmi velké vzdalenosti se téleso m bude asymptoticky
pohybovat bud po pfimce, kterd svird s osou x; thel |¢o, — 1|, anebo po piimce, ktera
svird s osou x; thel —|ps — @1]. Trajektoril télesa m je tedy hyberbola, jejiz asymptotami
jsou uvedené ptimky. Nejblize se téleso m dostane k télesu M (nachazejicimu se v pocatku
soufadného systému), kdyz cos(p + 1) = 1. Pro tuto vzdalenost podle ((1.203)) plati

s RJGMm)
PRe 1 famEg2 ) (GMm?) +1

Tmin = 5

coz jiz zname z kvaltitativniho feseni tulohy, viz vztah (1.199). Na obr. vpravo je ukazana
trajektorie ve tvaru hyberboly, po které se téleso m nyni pohybuje.

1.8.7 Matematické kyvadlo privazané k rotujicim disku

Disk o poloméru R rovnomérné rotuje okolo své osy s konstantni tthlovou rychlosti w. Na jeho
okraji je pfivazano lanko délky [. K jeho druhému konci je zavéseno zavazi o hmotnosti m,
které se miize pohybovat pouze v roviné disku. Na zavazi m neptisobi zadna dalsi sila kromé
lanka. Mechanické soustava je zachycena na obr. [1.27] vlevo. Zjistéte pohyb zavazi m.

Obrazek 1.27: Vlevo: Zavazi o hmotnosti m je privazano lankem délky [ k okraji disku o po-
loméru R. Disk se rovhomeérné otaci okolo své osy s konstantni tthlovou rychlosti w. Vpravo:
Pohled shora, geometricky vyznam zobecnéné souradnice .

Reseni: Zvolime kartézsky soufadny systém takovy, Ze disk nélezi roviné z1x, tzn. jeho osa
je rovnobézna s osou x3 a ma stejnou orientaci, jako vektor thlové rychlosti, se kterou se disk
otaci, viz obr. vpravo. V case t = 0 se bod okraje disku, ve kterém je lanko privazano
nachéazi na ose ;.

e Pocet stupni volnosti

Pohyb zavazi m je vazano k oblouku kruznice okolo bodu, ve kterém je lanko k okraji disku
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pfivazano. Mechanicka soustava tvofend pouze timto télesem (pohyb disku je zndm) proto mé
M = 3N — 2 =1 stupen volnosti a tudiz postaci jedna zobecnénd soutadnice.

e Hledani zobecnéné souradnice

Vzhledem k tvaru kiivky, po které se zavazi pohybuje, bude zobecnénou soutadnici thel ¢
odklonu priivodic¢e od osy x;. Disk se dale rovhomérné otaci okolo své osy. Za cas t se tedy
otoc¢i o thel wt, ptricemz v ¢ase t = 0 je jeho krajni bod, ke kterému je lanko privazano, nachazi
na ose xp. S prihlédnutim k této skutecnosti budou transformacni vztahy mezi kartézskymi
soufadnicemi a zobecnénou soutadnici zavazi m nasledujici:

z1(p,t) = Rcoswt + lcos g, x2(p,t) = Rsinwt + [ sin @, x3 = 0.
Odtud kartézské slozky rychlosti jsou potom tyto:
1 = —Rwsinwt — @ sin p, Ty = Rwcoswt + lp cos p, 3 =0,
a dale jejich kvadraty:
i1 = R?w?sin® wt + 2RIw sin psin wt + 1°¢? sin? @,
Ty = R?w? cos® wt + 2RIwe cos p cos wt + 1*¢? cos? ¢,

.i’gIO.

e Vyjadreni Lagrangeovy funkce

Kinetickou energii 7" nalézame ve tvaru

3
T = Z %mmf = %mRQuJ2 + mRIlw (sin ¢ sin wt + cos p cos wt) + %le 2 =
i=1

= imR’w® + mRIpw cos(p — wt) + sml*H°.
Na zavazi m neptisobi zadna vtisténa sila, proto
vV =0.
Lagrangeova funkce L je tedy nasledujici:

L=T-V =T =1imRw* + mRl¢w cos(p — wt) + 1ml*5”. (1.213)

e Sestaveni pohybové rovnice

Pohybovéa rovnice bude jedind, nebot polohu zdvazi m popisujeme pomoci jedné zobecnéné
souradnice ¢. Nejprve vyjadiime
oL
— = mRIlw cos(p — wt) + mi*p.
9
Totalni derivace tohoto vyrazu

d (OL\ . : 9 ..
T (%) = —mRIlw (¢ — w) sin(p — wt) + ml“@
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je levou stranou pohybové rovnice, zatimco pravou jeji stranou je parcialni derivace

g—i = —mRIlpwsin(p — wt).

Pohybovou rovnici tedy nachazime ve tvaru
d (0L oL
T (%> = 7 = —mRIlw (¢ — w)sin(p — wt) + mi*@ = —mRIpwsin(p — wt).
Po roznasobeni zavorky na levé strané rovnice se ¢leny —mRl¢pw sin(p — wt) na obou stranach

vyrusi. Jeji konecny tvar je tedy tento:

ml*@ + mRIw? sin(¢ — wt) = 0.

e Reseni pohybové rovnice

Nalezli jsme tedy pohybovou rovnici

R 2
B+ = sin(p —wt) = 0, (1.214)
pfi¢emz jsme obé strany vydélili vyrazem ml?. Tato rovnice je obyéejnou diferencialni rovnici
druhého tadu a jeji TeSeni je funkce p(¢). Abychom tuto funkci nalezli, nejprve zavedeme
substituci ' )
0=p—wt = 0=¢—uw. = 0= p. (1.215)

Uhel 6 je pfitom zfejmé tihel odklonu lanka od spojnice mezi stfedem disku a bodem, kde je
lanko k disku privazano, viz obr.

Ly

Obrazek 1.28: Geometricky vyznam thlu 6 = ¢ — wt.

Pohybova rovnice (|1.214]) potom bude ve tvaru

. 2
9+§%ﬁm9:0 (1.216)

Tato rovnice je formélné shodna s pohybovou rovnici matematického kyvadla, viz (|1.136]
na str. Rozdil spo&iva v tom, Ze zde vyraz Rw? nahradil ptivodni tihové zrychleni g.
Vysvétleni této skutecnosti je zfejmé: Prechodem k zobecnéné souradnici ¢ pohyb zavazi m
popisujeme v neinercialni vztazné soustavé spojené s bodem na okraji disku, ve kterém je
lanko piivdzano. Zrychleni Rw? spojené s odstiedivou silou o velikosti mRw? jako setrvacnou
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silou pozorovanou v této souradné soustavé zde zastupuje tihové zrychleni g. Je prekvapivé,
Ze v pripadé matematického kyvadla odstiediva sila zavisejici na vzdalenosti od osy otaceni
zplusobuje presné stejné kmity jako tihova sila, kterd je v kazdém bodé trajektorie zavazi
konstantni.

Protoze je diferencialni rovnice (|1.216]) nelinearni, budeme opét predpokladat pouze ,malé®
kmity a provedeme tak jeji linearizaci uzitim aproximace

sinf = 6.
Mame tedy fesit linearizovanou diferencialni rovnici:

.o 2
e+RT“9:o.

Jeji TeSeni je
) Ruw?
O(t) = Asin(QU +¢), kde Q= - (1.217)

a kde A a ¢ jsou integracni konstanty. Ty se ur¢i z pocate¢nich podminek
0(0) = 6y, 0(0) = wy. (1.218)

Vidime, Ze i feseni je formalné shodné s fesenim kmitti matematického kyvadla, viz (1.139) na
str. o1} a tudiz urceni integracnich konstant je rovnéz shodné.

A co zakony zachovani?

Vsimli jsme si, ze tentokrat Lagrangeova funkce ([1.213) explicitné zavisi jak na zobecnéné
soufadnici ¢ (a tim i na 6), tak i na case t. NeoCekavame tedy zde zadny zékon zachovani,
presto se ukaze byt uzitecnou diskuse integralu energie:

= —¢—L=1Iiml*¢ — ImR’W* = T — mRIw cos(p — wt) — mR*w?. (1.219)

Vidime, Ze nyni opravdu h # T + V. Nahradime-li v integralu energie zobecnénou soufadnici

@ thlem 6, viz (1.215)), dostavame
h=1iml?(0 — w)? — ImR%w?* = Imi*6* — mi*wf + im(I* — R*)w’.

Pfi linearizaci poéitdme s ,malymi“ kmity, pii nichz zanedbavame ¢leny itmérné 02 vici clentim
0, tedy
h = —mlPwl + m (I — R*)w?.

Integral energie se ziejmé v ¢ase méni a tyto zmény prozkoumame jeho totalni derivaci podle
casu: dh

i —ml?wl = mPwQAsin(Qt + ¢) = ml*wO?0,

kde jsme za 6 dosadili druhou derivaci tthlu 0(t) vyjadieného 1) Derivace integralu energie
vyjadruje vykon, ktery na zavazi m kona disk béhem jeho rovnomérné rotace. Kdyz je zavazi
vzhledem k otaceni disku ,,pfed“ bodem zavéseni kyvadla (6 > 0), disk zde kona kladnou préaci
a tudiz dh/dt > 0. Je-li naopak zavazi ,za“ bodem zavéSeni kyvadla (0 < 0), rovhomérné
otacejici se disk kond zapornou praci, tj. dh/dt < 0. Pokud 6 = 0, zavazi se vzhledem k disku

nepohybuje, rovnomérné se spolu s diskem otaci a proto disk kona nulovou praci: dh/dt = 0.
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1.9 Princip nejmensi akce

Hledéani veli¢iny ¢i veli¢in, které pfi néjakém fyzikalnim jevu nabyvaji extremni hodnoty, pro-
bihalo témér soucasné s hledanim pohybovych rovnic mechanickych soustav jiz od poloviny
17. stoleti a vzil se pro né nazev integralni principy. Jednou z prvnich takovych objevenych
veli¢in byl cas, ktery potiebuje svétlo, aby proslo z jednoho bodu do druhého. Ukazuje se, ze
nalezeni takového tvaru paprsku, pro ktery tento ¢as nabyva minimalni hodnoty, dava spravné
vysledky, napi. Snelltiv zakon nebo zakon odrazu. Dnes se tomuto integralnimu principu pou-
zivanému v geometrické optice Fikd Fermativ princip. Az zhruba o 100 let pozdéji se podarilo
nalézt veli¢inu, ktera nabyva extremu (nejé¢astéji minima) v pribéhu pohybu libovolné mecha-
nické soustavy. V tomto odstavci se budeme vénovat zakladnim rystim nékterych integralnich
principti.

1.9.1 Fermatuv princip a Snelltuv zakon

Abychom 1épe porozuméli integralnimu principu pouzivanému v mechanice, kterému se bu-
deme vénovat pozdéji, je vhodné nejprve prozkoumat Fermatav princip. Jak uvidime, jeho pod-
statu lze ukazat za pomoci ,pfirozenych® tvah na néasledujicich ptikladech. Toto byl zfejmé
i divod, proc¢ se Fermattv princip objevil o celé stoleti diive nez ,mechanicky* integralni
princip.

Priklad 1.8 7Z pevného bodu A vychézi svétlo vSemi sméry. V pevném bodé B # A se
nachéazi detektor, ktery je citlivy na svétlo prichazejici z libovolné strany. Diskutujte casy,
které jsou potieba pro to, aby se svétlo dostalo z bodu A do bodu B podél paprsku zcela
libovolného tvaru. V celém prostoru je vakuum.

ResSeni: Vzhledem k tomu, ze vakuum je zde jedinym prost¥edim, rychlost svétla ¢ v kazdém
bodé je konstantni Cas 7', ktery svétlo potfebuje na ifeni z bodu A do bodu B, je
, ds' &
T = - = T
rr C &
kde I je kiivka paprsku, podél kterého se svétlo premistuje, pfic¢emz jeji poc¢atecni bod je A
a koncovy bod B a s’ je jeji délka. Vidime, Ze ¢as 7’ je pfimo tumérny délce kiivky I". Proto ze
vsech moznych paprski existuje jeden, po kterém se svétlo pfemisti za nejkratsi ¢as: po tsecce
', jejiz krajni body jsou A a B. Potom nejkratsi ¢as je 7 = s/c¢, kde s je vzdélenost mezi
obéma body. Podle geometrické optiky bude pii experimentu tvar paprsku odpovidat praveé
této tsecce. Geometrie tlohy je zachycena na obr. [I.29]

Priklad 1.9 Z pevného bodu A vychézi svétlo vsemi sméry a v pevném bodé B se nachazi
detektor, jako v predchozim prikladu. Nyni se bod A nachazi v prostiedi 1 o indexu lomu n; a
bod B v prostfedi 2 o indexu lomu ny. Obé prostiedi na sebe tésné doléhaji, pfi¢emz rozhrani
mezi nimi je rovinné. Bod A je umistén ve vzdalenosti d4 od rozhrani, bod B ve vzdalenosti
dp od rozhrani. Oba body se déale nachézeji na rtznych piimkéach kolmych k rozhrani, mezi
nimiz je vzdélenost [. Geometrie této tlohy je ukdzana na obr. vlevo. Diskutujte ¢asy
potfebné k premisténi svétla podél libovolného paprsku.

Reseni: Zvolime kartézsky soufadny systém takovy, Ze se jeho pocatek nachazi na rozhrani,
pricemz osa x5 je k rozhrani kolmé a nachézi se na ni bod A, viz obr. vpravo. Velikost

38c=3-10%m/s
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A

zdroj r
rl

detektor B

Obrazek 1.29: Zdroj svétla se nachazi v bodé A, detektor v bodé B. Podél paprsku ve tvaru
kiivky I se svétlo premisti za ¢as 7/. Nejmensi ¢as 7 je potieba na to, aby se svétlo premistilo
po usecce T.

Lo
. 1
n, ¢@ Ai\zdroj n, dAI xiB
7’L2 i dB 7’L2 dB i 4 xl
] detektor_y ¢ 4
i: L > B ) L > B

Obrazek 1.30: Vlevo: Zdroj svétla se nachazi v bodé A, detektor v bodé B. Obé zafizeni jsou
v riiznych prostiredich charakterizovanych indexy lomu n; a ny. Vpravo: Volba souradného
systému.

rychlosti v Sifeni svétla je nepfimo imérné indexu lomu n prostiedf]

v =

9

Cc
n

a proto ¢as 7/, béhem kterého se svétlo premisti z bodu A do bodu B je

/
= ds’ _ 1/ nds’, (1.220)
o v ¢ Jr
kde I je kiivka paprsku, jejiz pocatecni bod je A a koncovy bod B.

Hledejme takovou kiivku I', pro niz ¢as nabyva nejmensi hodnoty 7. V pfedchozim piikladu
jsme ovérili ocekavany zaveér, ze v homogennim prostiedi je tvarem paprsku tsecka, ma-li se
svétlo premistit mezi dvéma body za nejkratsi ¢as. Ocekavame tedy, ze hledana kiivka I" bude
sestavat v kazdém z prostiedi ze dvou tsecek, které na sebe navazuji v bodé C' na rozhrani,
jehoz poloha na ose z; je x¢. Protoze spravnou polohu bodu z¢ zatim nezname, vyjadiime
¢as 7', béhem kterého se svétlo premisti podél lomené ¢ary I s libovolnym bodem zlomu C’

na rozhrani podle obr. vlevo:

1 1
O e e e

Zbyva jen ur¢it polohu bodu z¢ takovou, aby 7’ nabylo minimélni hodnoty 7. Musi tedy platit

dr’
dag

1 Hite [ — Tc
=1 — N2
=o€ | VIETd V(=) + djy

39Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 35, odst. 35-2.

— 0, (1.221)




88 KAPITOLA 1. TEORETICKA MECHANIKA

odkud
To [ —x¢

=N .
ViRl —zo) + &

Z geometrie plyne, Ze oba zlomky vyjadiuji siny ahl, které sviraji paprsky a kolmice v obou
prostfedich, viz obr. [I.3T] vpravo. Znamen4 to, Ze plati

ny

N1 Sin oy = Mg Sin o, (1.222)

co# je vyjadienim Snellova zakona™| (zdkona lomu).

Obrazek 1.31: Zdroj svétla se nachazi v bodé A, detektor v bodé B, pfi¢emz obé zafizeni se
nachézeji v odlisnych prostifedich o indexech lomu n; a ns. Vlevo: Podél lomené cary I se
svétlo premisti za ¢as 7. Vpravo: Nejmensi ¢as 7 je potfeba na to, aby se svétlo pfemistilo po

lomené ¢are I'. Vzniklé thly oy a ay odpovidaji Snellovu zakonu ((1.222)).

Uvedeny vypocet nyni okomentujeme, pricemz nebudeme jiz rozliSovat mezi v§emi moz-
nymi kiivkami I'” a kiivkou I', po niZ se paprsek premistuje v nejkrat$im ¢ase. Abychom zjistili,
za jakych okolnosti nastane minimalni hodnota 7, pouzili jsme operaci derivace. Ze zakladniho
kurzu diferencidlniho poc¢tu vSak vime, Ze v extremu (zde v minimu) funkce je jeji diferencial
roven nule, neboli plati

dr = —dze = 0.
d$0 ©
I kdyZ jsme nakonec ¢as 7" derivovali podle polohy bodu C’, ve skutec¢nosti 7 zde neni funkci

jedné proménné ale konkrétni celé kiivky I”, po které se integruje. Proto se zde forméalné
namisto ,,d“ pouziva ,,0“. Hledani minima 7 tedy bychom pomoci (1.220)) zapsali takto:

sr—s [ Lo (1.223)
T U

40Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 33, odst. 33-8.



1.9. PRINCIP NEJMENSI AKCE 89

ZAavér

Oba piiklady podpoftily zavéry obecného principu, jenz iika, Ze se svétlo vzdy premistuje podél
paprsku takového tvaru, zZe ¢as béhem jeho premistovani nabyva nejmensi hodnoty. Toto je
formulace Fermatova principu.

Uvedenymi dvéma priklady jsme dale chtéli ukazat, jak postupujeme pii pouzivani inte-
gralnich principi:

e Zkoumame ruzné zavislosti pouzitych veli¢in bez ohledu na to, zda jsou nebo nejsou
takové zavislosti viibec fyzikadlné mozné. Tyto zavislosti jsou popsany konkrétnimi funk-
cemi. (V uvedenych dvou pfikladech jsme uvazovali o vSech tvarech paprskii véetné téch,
které ve skute¢nosti nemohou nastat.)

e Bereme vSak v tivahu pouze takové funkce, jejichz krajni body jsou pevné. (VSechny
uvazované paprsky mély shodny pocéatecni a koncovy bod A a B.)

e Jednotlivym funkcim pfitadime hodnoty jediné veli¢iny. Zjistime-li, Ze pro konkrétni
funkce tato veli¢ina nabyvé extremu, zpravidla minima, tuto veli¢inu nazveme akci.
(Akei byl v uvedenych piikladech ¢as, ktery svétlo potfebuje k pfemisténi z bodu A do
bodu B.)

e Na zavér zjistujeme, zda se s konkrétnimi funkcemi pouZitych veli¢in spojenymi s na-
lezenym extremem (minimem) akce poji néjaky fyzikalni zadkon. (Takto jsme objevili
piimy paprsek v homogennim prostiedi nebo Snelliv zadkon na rozhrani mezi dvéma
prostiedimi.)

Poznamenejme, Ze v matematice se zobrazeni, které kazdé funkci nebo souboru funkeci
pritazuje ¢islo (hodnotu akce), nazyva funkciondl. Typickym funkciondlem je urcity integral,
ktery dal jméno integralnim principtim, nebot pomoci néj se integralni principy formuluji.
Pokud hledame minimum akce, fikdme, ze pouzivame princip nejmensi akce. Principu nejmensi
akce popisujicimu mechnické soustavy se nyni budeme vénovat v dalsich odstavcich.

1.9.2 Volna ¢astice

Budeme hledat veli¢inu, kterou prohlasime za akci pro pripad volné castice, tj. Castice ve
volném prostoru, na kterou neptisobi zadna sila. Na zakladé predchozich poznamek budeme
predpokladat, Ze akce je rovna urcitému integralu néjaké funkce. Protoze u mechanickych
soustav sledujeme predevsim casovy vyvoj jejich pohybového stavu, jako integra¢ni proménnou
zvolime cas. Akci tedy budeme predpokladat ve tvaru

t1
S—/ fdt, (1.224)
to

kde t je poCatecni okamzik, ¢;(> to) je koneény okamzik a f je zatim neznadmé funkce popi-
sujici pohybovy stav volné ¢astice v daném okamziku. Abychom tuto funkci nasli, provedeme
néasledujici vahy: funkce f volné ¢astice nemiize byt zavisla ani na ¢ase ani na poloze, nebot
existuje tzv. translacni symetrie prostoru i ¢asu, ktera rika, ze fyzikalni zakony plati stejné ve
vsech bodech a ve vSech casech. Jinymi slovy: pohybovy stav castice se nezméni posuneme-li
ji, ¢i budeme-li ji pozorovat jindy. Zbyva pouze jeji rychlost. Vzhledem k tomu, Ze existuje i
rotacni symetrie prostoru, neboli vSechny smeéry jsou rovnocenné, ziistane pouze zavislost na
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velikosti rychlosti. Za¢néme tedy s nejjednodusi zavislosti, tedy linearni zavislosti na kvadratu
velikosti rychlosti:
f(v?) = av?, (1.225)

kde « je konstanta. Nyni se budeme vénovat hledani minima akce .S, coz matematicky zapiseme

podle (1.223)) takto:
t1 t1
58 = 5/ f(*)dt = aé/ v dt = 0. (1.226)
to to

Abychom prozkoumali viechny myslitelné zavislosti v?(¢) (bez ohledu na to, zda jsou fyzikalné
mozné), budeme muset zatim uvazovat o vSech moznych (obecné zaktivenych) trajektoriich,
po kterych se volné Castice miize pohybovat. Az na zavér potom zjistime, zda se s minimem
akce S poji ocekavany fyzikalni zakon, Ze volna ¢astice se pohybuje rovnomérnym pfimocarym
pohybem, popf. se nepohybuje.

Krajni body vsak maji byt pevné. Predpokladejme tedy, ze v pocatecnim case ¢y se volna
¢astice nachazi v bodé rg = r(ty) a v koncovém ¢ase t; v bodé r1 = r(t;), pficemz obé krajni
podminky plati pro vSechny mozné trajektorie. Pokud se napf. ¢astice na jedné ze svych
trajektorii ,zdrzi“ v okoli pocatecniho bodu, bude se muset ,rychle premistit ke koncovému
bodu. Naopak, pokud ¢astice (na jiné) trajektorii ,vyrazi rychle, bude muset ,zpomalit*
v blizkosti koncového bodu. Matematicky toto zapiSeme nasledujicim zptsobem:

t1 t1
ry =rg +/ v(t)dt = ry—ro= / v(t)dt (1.227)
to to
pro kazdou z uvazovanych trajektorii. Pokud by se ¢astice mezi obéma krajnimi body pohy-
bovala s konstantni rychlosti vq, platil by pro tuto rychlost vztah
rr —Io

- . 1.228
A I— (1.228)

Rovnici ([1.226]) potom budeme Fesit tak, Ze vektor rychlosti v(t), kterou ma ¢astice na dané
trajektorii v kazdém okamziku, vyjadiime jako soucet konstantni rychlosti vy a odchylky Av(¢)
od této konstantni rychlosti, takze plati

v(t) = vo + Av(t). (1.229)

Uvedena geometrie je ukdzana na obr. [1.32] Podle (1.227) potom plati

t1 t1 t1 . t1
ry—rg= / [Vo + Av(t)]dt = vo/ dt + / Av(t)dt = fi—To (t1 —to) + / Av(t)dt,
to to

to
odkud .
/ Av(t)dt = 0. (1.230)

to

Potom S vyjadfené vztahem ((1.224)), kde pouZijeme funkci f = av?, nabyva tvaru

S = / " atdt = a / " ()t = o / " (vo + Av()2di =

to to to

t1 t1 t1
= a/ vadt + a/ 2vo - Av(t)dt + a/ [Av ()] dt =

to to to

t1 t1
= aup(t; — to) + 2avy - / Av(t)dt + a/ [Av(t)]? dt.

to to
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r,=r(t,)

Obrazek 1.32: Céstice se v ¢ase ¢, nachazela v bodé r(, v ¢ase t; méa byt v bodé r;. Uvazujeme
o vSech moznych trajektoriich, po kterych se pohybuje s obecnou rychlosti v(¢) (¢ervena kiivka)
vCetné rovnomérného piimocarého pohybu s konstantni rychlosti vy (modréa tsecka). Bereme
vsak v ivahu pouze takové trajektorie, v jejichz krajnich bodech se ¢astice nachazi v uvedenych
casech ty a t;.

Podle ((1.230)) je vSak prostfedni ¢len nulovy, proto

S = avi(t, —ty) + a/tl [Av ()] dt. (1.231)

to
Vidime, ze hodnota akce S pfi volbé vSech moznych trajektorii zavisi na druhém ¢lenu repre-
zentovaném integralem. Vzhledem k tomu, Ze integrandem je kvadréat funkce Av(t), intergal
bude vzdy kladny. Proto, hledame-li minimum akce .S, musi v kazdém okamziku platit

Av(t) =0. (1.232)
Ze vztahu potom plyne, ze akce S nabyva miniméalni hodnoty, pravé kdyz

v(t) = vy.
Minimum akce S se tedy vskutku poji s fyzikdlnim zédkonem zvanym 1. Newtonidv pohybovy

zékon@ (zdkon setrvacnosti): volné ¢astice se pohybuje rovnomérnym piimocarym pohybem

s konstantni rychlosti
I —TIg

ti—to’
popt. nulovou rychlosti, pokud r; = ry (koncovy bod pohybu je totoZny s poc¢atecnim bodem).
Zéavérem tedy mizeme Tici, ze funkce (|1.225|)
f(0?) = av?,
je hledanym integrandem v ([1.224]). V pfedchozich odstavcich jsme pouzivali fyzikalni veli¢inu,

ktera je imérnad kvadratu rychlosti: kinetickou energii. Konstanté « tedy mutzeme priradit
hodnotu poloviny hmotnosti m c¢astice a akci S popisujici volnou c¢astici mizeme definovat

vztahem .
1

S = / %vadt.
t

0

Vo =

Vzhledem k tomu, Ze integral je linedrni operaci (integral sou¢tu je roven souctu integrali),
v pripadé soustavy N volnych ¢astic bude integrand roven souctu kinetickych energii vSech
¢astic, neboli kinetické energii T této mechanické soustavy definovanou vztahem (|1.4)):

t1 3N t1
S;/ tmi? dt:/ T dt. (1.233)
to i—1 to

1=

41Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 5, odst. 5-3.
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1.9.3 Hamiltonuv princip

V predchozim odstavci jsme objevili akci popisujici soustavu N volnych ¢astic, jako urcity
integral kinetické energie T' této mechanické soustavy, viz . Jak se vsak situace zméni,
kdyz na ¢astice budou piisobit sily? Kineticka energie T" mechanické energie musi v integrandu
zustat a dale je k ni tfeba pricist ¢i odecist potencialni energii V' jako fyzikalni veli¢inu popi-
sujici silové plisobeni na ¢éstice: t
1
/ (T + V) dt.
to
Jediné tak totiz prejde akce v pfipadé nulovych sil (V' = 0) na tvar . Pouzijeme-li zna-
ménka ,+“, integrand bude roven integralu energie h podle ((1.120)), avSak pouze v nékterych
ptipadech, jak jsme popsali na str.[45 Zvolime-li znaménko ,—*, integrand bude roven Lagran-
geové funkci L, viz (1.95)) na str. . Tato definice plati univerzalné pro vsechny mechanické
soustavy. Proto budeme zkoumat, zda akce definovana

SE/“@—vmt (1.234)

nabyva minima a jestli se toto minimum poji s néjakym fyzikalnim zakonem.

Castice pohybujici se po piimce

Prozatim se omezime na jednu c¢astici pohybujici se pouze po pfimce, se kterou ztotoznime
jednu z os kartézského souradného systému, napt. osu x;. Na ¢astici ptisobi vyslednice konzer-
vativnich sil, které jsou popsany pomoci potencialni energie V(x;). Pro slozku F; vyslednice
téchto sil v ose x; tedy plati

dv
Fr=— 1.235
! dxl ( )
Potom akce této castice bude mit podle ([1.234)) nasledujici tvar:
t1
S :/ [imi] — V(z1)] dt. (1.236)
to

Hledame tedy takovou neznamou funkci z(t), pro niz akce S nabyvd minimalni hodnoty a
s niz se bude pojit néjaky fyzikalni zakon. Proto budeme o této funkci hovotit jako o ,fyzikalné
spravné“. O funkei xq(f) v8ak zatim vime jen to, Ze v Case ty se Castice nachazela v daném
bodé z1(tg) a v ase t1(> ty) se bude nachazet v daném bodé x;(t;). Jeji pohyb je znézornén

na obr. [[.33]

Obrézek 1.33: Céastice se v dase to nachazela v bodé 1 (ty), v ¢ase t; ma byt v bodé z;(t;).
Pohyb castice se déje za ptisobeni vyslednice konzervativnich sil Fy, jejiz primét do osy z;
jsme oznacili Fi. Uvazujeme o vSech moznych pohybech podél osy zi, ale bereme v tivahu
pouze takové pohyby, v jejichz krajnich bodech se ¢astice nachazi v uvedenych casech ¢y a t;.

,Fyzikalné spravnou® funkei z(t) nalezneme nésledujicim postupem: Predstavime si néja-
kou ,fyzikalné nespravnou® funkci x(t) popisujici pohyb ¢astice, jenz neni fyzikalné mozny.
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Ta se v kazdém okamziku od té ,spravné“ funkce x;(t) lisi pouze o infinitezimélni hodnoty,
které oznac¢ime pomoci funkce dx;(t), takze plati

2 () = z1(t) 4 0z (¢). (1.237)

Protoze prochazime vSechny zavislosti ) (t) (bez ohledu na to, zda jsou fyzikalné mozné),
funkce dx(t) je zcela libovolna. Jak jsme detailné popsali v predminulém odstavci, bereme
v tivahu pouze takové funkce 2 (t), které maji shodné krajni body z;(ty) a x1(t1), a proto
vzdy plati:

21 (to) = 21(to), 1(t1) = 21(t1),

odkud

Mizeme tedy Fici, ze funkce dz1(t) je libovolna na intervalu ¢ty < ¢t < t;. V  krajnich“ ¢asech
to a t1 je ale vzdy nulové. Piiklad grafii vSech uvedenych funkei je na obr. [1.34]

Obréazek 1.34: Vlevo: Zavislosti polohy ¢astice na Case. ,,Fyzikalné spravnd“ zavislost x;(t) je
oznac¢ena modie, ,fyzikalné nespravna“ zavislost z(t) ¢ervené. Rozdil mezi nimi udava funkce

dxq(t), viz vztah (1.237)), jejiz graf je ukdzan na obrazku vpravo.

Mizeme tedy vyjadfit potencialni energii v bodé x| pomoci potencidlni energie v bodé
x7 tak, ze napiSeme jeji Taylortv rozvoj, pfiCemz vynechame vSechny infinitezimalni veli¢iny
fadu vyssiho nez prvniho:

, dv

X1

Dale miizeme vyjadfit i kvadrat rychlosti, kde vynechavdme ¢len (§4;)? rovnéz predstavujici
infiniteziméalni veli¢inu vyssiho radu:

P(t) = a1 (t) + i () = ()2 = (@1 +0d)° = @7 + 28,04
Akce S’ odpovidajici ,fyzikalné nespravné“ funkei z/(¢) tak bude podle ((1.236]) nasledujici:

dv

5= [ttty - v ai= [

to

" h dv
— / [%m:ﬁ% — V($1)} dt —l—/ (m:iilcsi‘l — d—é:pl) dt.
to

to 45
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Prvni integral je ziejmé roven akci S, pouzijeme-li ,fyzikalné spravnou“ funkci z;(t), viz
(1.236]). Druhy integral potom musi byt 0.5, o ktery se S’ 1lisi od S. Vime vsak, ze akce S
nabyva nejmensi hodnoty, pravé kdyz 6.5 = 0. Plati tedy

t1
to dl’l

V dalsim tedy budeme hledat, za jakych okolnosti je tento urcity integral roven nule. O inte-
grandu zatim nemtzeme prilis§ mnoho Fici, protoze existuje nekoneéné mnoho funkei takovych,
jejichz tento integral je nulovy. RozepiSeme proto nasledujici derivaci:

d
E (mxléxl) = mil(hl + mx’15x'1, (1240)

jejiz druhy clen se nachazi v integrandu. Potom

hrd ) . dv
0S = /to {E (mz16x1) — md0x; — d—xl(le} dt =

t1 d ' t1 i dV
= /to {a (mx15$1)} dt + /to (—m$15$1 - d_xléxl) dt = 0.

Jak se vzapéti presvédéime, vzhledem k ([1.238)) prvni integral vyjde nulovy:

t1
/ [% (m:md?ﬁ)} dt = m9b15x1|ié = mxl(tl) (S.I'l(tl) — mxl(to) (53;1@0) =0.
to

V integrandu druhého integralu vytkneme dx, takze dostavame:

h 3y dVv
0S = /;O (—mwl — d_;L'1> 533'1(t) dt = 0.

Inegrand nyni sestava ze dvou ¢initelt: zavorka a funkce dx4(t). Pfi libovolné volbé funkce
dx1(t) musi integral vzdy vyjit nulovy. Toho lze dosdhnout jediné tehdy, kdyz je zavorka
v kazdém okamziku rovna nule. Vzhledem k (|1.235]) tak pfichazime k pohybové rovnici ¢astice:

Zéavérem tedy cely vypocet miizeme shrnout takto: Akce definovana vztahem ((1.236)) nabyva
minima, pravé kdyz je funkce x;(t) feSenim rovnice . Toto minimum se poji s fyzikalnim
zdkonem, nebot rovnice predstavuje pohybovou rovnici ¢éastice. V dalsi ¢asti tohoto
odstavce se jiz zaméfime na princip nejmensi akce popisujici vyvoj pohybového stavu obecné
mechanické soustavy ¢astic.

Hamiltonuv princip

Zjistili jsme, ze v pripadé pohybu jedné castice po pfimce je akce, jejiz minimum se musi
hledat, rovna urcitému integralu Lagrangeovy funkce L = T — V podle casu, viz .
V odstavci na str. [38| jsme shrnuli divody prechodu od 3N kartézskych souradnic k M zo-
becnénym soutadnicim, pokud jsou ¢astice mechanické soustavy vazany na kiivku, na plochu ¢i
jedna k druhé. Tak se Lagrangeova funkce stala funkci zobecnénych soufadnic g;, zobecnénych
rychlosti ¢; (j =1,2,..., M) a ¢asu t, viz (1.95) na str. [40]
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Na zakladé téchto skutecnosti budeme zkoumat akci mechanické soustavy definovanou
t1
to

jejiz minimum nastane, jak vime, pravé kdyz

t1
to

Takto fromulovany princip nejmensi akce se nazyva Hamultoniv princip a tikd toto: Vyvoj
pohybového stavu mechanické soustavy probihé tak, ze jeji ,fyzikdlné spravny“ pohyb se poji
s extremem (nej¢astéji minimem) hodnoty akce S. V dalsim odstavci ukdzeme, jak nalézt ony
»fyzikdlné spravné“ zavislosti vSech zobecnénych soufadnic g; na case ¢.

1.9.4 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (podruhé)

Jak jiz vime, budeme zkoumat vSechny mozné zavislosti vSech zobecnénych soutadnic g; (%),
zpocatku bez ohledu na to, zda jsou takové zavislosti fyzikalné mozné. Jediné, ¢im jsou
tyto zkoumané zavislosti omezené, jsou ,pevné“ krajni body ¢;(to) a ¢j(t1) pro vSechna

j =1,2,..., M. Nejdiive vyjadiime, jak se v daném case zméni Lagrangeova funkce, kdyz
nastane infinitezimalni zména vSech zobecnénych soufadnic a vSech zobecnénych rychlosti:
M
oL oL
; dq; g

Tento vztah nyni detailnéji objasnime: Prvni, ¢eho si v§imame je, ze pripomina ,nekompletni“
totélni diferencial funkce vice proménnych, viz Dodatek A, odst. na str. 229 Chybi totiz
¢len tykajici se zmény L v disledku casové zmeény. Princip nejmensi akce je vSak zalozen na
porovnavani rtznych zavislosti ¢;(t) vzdy na stejném Casovém intervalu ¢, < ¢t < t;. Proto
jsme vyjadrili zménu L pouze v dusledku infinitezimalnich zmén zobecnénych soutradnic a
zobecnénych rychlosti, ale ne ¢asu. Z téhoz divodu se namisto symbolu ,d“, tykajiciho se
totalniho diferenciadlu funkce, uziva ,0“: 0L, dg;, 0¢; atd. Témto infinitezimalnim zméndm se
v teoretické mechanice Tika variace.

Dalsi poznamka se tyka toho, ze vyraz predpoklada nezévislost ¢; a ¢; pro vSechna
j. Je vsSak tento predpoklad spravny? Vime, Zze redukci ptivodniho souboru 3N kartézskych
soufadnic x; jsme ziskali soubor M zobecnénych soufadnic g;, které jsou na sobé nezavislé.
Jejich totalni derivaci podle ¢asu jsme ziskali soubor M zobecnénych rychlosti ¢;, které jsou
samoziejmé navzajem rovnéz nezavislé, nebot jsme je ziskali z nezévislych zobecnénych souiad-
nic. Mizeme v8ak pocitat se souborem 2M nezavislych proménnych g; a ¢;7 Vzdyt zobecnéné
rychlosti jsme pravé vypocitali derivaci zobecnénych soufadnic! Odpovéd zni: VSech 2M veli¢in
jsou za jistych okolnosti na sobé nezavislé.

Uvaha vedouci k této odpovédi je néasledujici: Sestavime-li pohybové rovnice viech ¢astic,
k urceni jejich jednoznac¢né polohy a rychlosti v kterémkoli okamziku potfebujeme pocatecni
polohu a rychlost kazdé z c¢astic. Ty jsou ale zcela libovolné v ramci fyzikalné moznych pod-
minek, za kterych bude dana soustava ménit sviij pohybovy stav. Znamena to, ze si libovolné
miuzeme stanovit poc¢atecni polohu kazdé castice nezavisle na jeji poc¢atec¢ni rychlosti a naopak.
Na vyvoj pohybového stavu mechanické soustavy se pak mtzeme divat jako na posloupnost
kratkych déju, pri nichz polohy a rychlosti vsech ¢astic na konci predchoziho déje jsou pocatec-
nimi podminkami navazujiciho déje. Nezavislost poloh na rychlostech a rychlosti na polohéch



96 KAPITOLA 1. TEORETICKA MECHANIKA

tak plati nejen pro pocatecni podminky ale i pro vSechny pristi okamziky, béhem kterych
mechanickd soustava méni sviyj stav (pokud ovSem muZeme pocéateéni podminky libovolné
ménit).

Pozor! Jsou-li vSak pocateéni podminky jiz jednou zadany, pohybové rovnice stanovi i
vSechny zobecnéné souradnice a vsechny zobecnéné rychlosti ve vSech casech a tyto veliciny
jiz nejsou tudiz nezavislé.

Opravnénost vztahu véetné jeho formdlni stranky jsme diskutovali a mizeme tedy
dale pokracovat v hledani ,fyzikalné spravnych® funkci ¢;(t). Uvazujeme o variacich dg; a
0¢;, zatimco integracni proménnou je ¢as. Proto miizeme zaménit poradit intergrace a variace,
takZe za pomoci vztahu (|1.244]) dostavame:

t1 t1 L
55:/ SL(q;,4;,1) / Z(a oq; + 0 iy Y7 )dt 0, (1.245)
to QJ q]

pfiemz variace dg;(t) jsou ve vSech ¢asech libovolné, az na ,krajni body“ ¢;(t9) a ¢;(t1), pro
néz plati
6g;(to) = dg;(t1) =0 (J=12,....M). (1.246)

Nyni budeme sledovat obdobné kroky, které jsme ucinili pfi hledani minima akce céstice
pohybujici se po pfimce, viz predchozi odstavec. O integrandu v (|1.245)) zatim nemutzeme
nic blizs§iho Fici, nebof mutize byt roven nule urcity integral nekonecné mnoha rtznych funkei.
Rozepiseme-li vSak derivaci

d (OL d (0L oL
— | =—dg; 4] —0q; =1,2,...,.M
dt (aq] QJ) dt (a ) QJ + aq] q] (] y <D Y )7

druhy c¢len nachazime v integrandu ve vztahu ([1.245]). Tento vztah prepiSeme do tvaru

(9L oL oL
55 = { v 5 (5000) - 5 (5 ) ow] ae =0

Posledni integral rozepiSeme na dva a déale zaménime pofadi sumace a integrace (sumacni
index je j, zatimco inegra¢ni proménna je t):

65 = Z/O {dt (8% )}dtnLZ/o {Gq] t(g—qi) 5%} dt = 0. (1.247)

Prvni z obou sum je rovna nule, jak lze ukazat uzitim ([1.246)):

M t t1 M
'd (8L )} oL oL oL
7j=1 Z{) |idt aq] ’ a 7 to j=1 [aqj t=t1 7 aqj t=to 7

V integrandu druhého integrélu v (1.247)) vytkneme dq;, takZze dostdvame:

08 = Z/O [a_qj__ (gg)] dq;(t)dt = 0.

VSechny variace dg¢;(t) jsou libovolné a vSechny zobecnéné soufadnice ¢; jsou dale na sobé
nezavislé. Jediny zptisob, jak zajistit za vSech okolnosti nulovost posledni sumy integralt tedy

je, ze vsechny hranaté zavorky pro kazdé j = 1,2,..., M jsou rovny nule, t;j.
d 8L> oL
— (=) == j=12...,M). 1.248
(5)-a ) (1.248)
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Vysledkem tedy je zjisténi, ze S nabyva extremu, pravé kdyz jsou vsechny funkce ¢;(t) FeSenim
rovnic (1.248)). Tento extrem se déle poji s fyzikdlnim zdkonem predstavujicim pohybové rov-
nice mechanické soustavy, nebot jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsme nasli
jiz diive, viz ((1.96)) na str. .

1.10 Resené tlohy na princip nejmensi akce

Princip nejmensi akce (|1.243|) nazyvany Hamiltoniv princip nas privedl zpét k FEulerovym-
Lagrangeovym rovnicim, pomoci nichz jsme jiz diive vyftesili nékolik tloh, viz odst. od
str. [46] Mohli bychom tedy tyto Gvahy v tomto misté ukonc¢it, nebot jsme zdanlivé nezjistili
nic nového. Ve skutecnosti jsme si vSak prichystali velmi Gc¢inny nastroj, pomoci néhoz lze
fesit i pokrocilé tlohy. Dvé z nich detailné probereme v tomto odstavci.

Drtive, nez se jimi budeme zabyvat, shrime poznatky, které jsme do této chvile ziskali:
Integral

/ 1 f(q,q")dx, (1.249)

kde f je libovolné integrovatelnd funkce, jejiz argumenty jsou libovolna funkce g(z) a jeji
derivace ¢'(z) = dg/dx, obé& spojité na intervalu zy < x < z7, nabyva extremni hodnoty

pravé, kdyz plati
d [0 0
4 (of = —f (1.250)
dx \ 0¢’ dq
Tento zaveér je ziejmy z FEulerovych-Lagrangeovych rovnic ([1.248)) plynoucich z Hamiltonova
principu (|1.243)), u¢inime-li formalni zamény L — f, t — x a uzijeme-li pouze jednu zobec-
nénou soufadnici ¢ (t), kterou nyni nahradime funkei g(x). Zobecnéna rychlost ¢;(t) je zde
zfejmé reprezentovana derivaci funkce g podle z, kterou jsme oznadili ¢'(x).
Vsimnéme si, ze funkci f nepovazujeme za funkci explicitné zavisejici na x, neboli plati

of
5 =0 (1.251)

To odpovida piipadiim mechanickych soustav, jejichz Lagrangeova funkce explicitné nazavisi
na t. V odst. na str. 42| jsme zjistili, Ze v takovych pripadech existuje prvni integrél
pohybovych rovnic vyjadiujici, Ze integral energie h definovany vztahem (1.107) na str. 43| je
konstantni, tj.

oL
h = Z ——¢; — L = konst.
= 94
Uc¢inime-li popsanou zaménu oznaceni (L — f, ¢y — ¢'), prvni integral rovnice ((1.250]) bude
ve tvaru

of

aq’

Nyni jiz mizeme pristoupit k feseni tuloh.

— f = konst. (1.252)
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1.10.1 Brachistochrona

V tihovém poli Zemé charakterizovaném tihovym zrychlenim g mame mezi dvéma pevnymi
body A a B umistit drat takového tvaru, aby se kulicka o hmotnosti m, jez je na né€j navlecena
a muze po ném klouzat bez tfeni, pfemistila z bodu A do B za nejkratsi ¢as. V bodé A se
kulicka za¢ind pohybovat s nulovou pocatecéni rychlosti. Spojnice od bodu A k bodu B svira
s vektorem g thel vétsi nez 0 a mensi nez 90°.

ResSeni: Zvolime kartézsky soutadny systé takovy, Ze jeho pocatek umistime do bodu A,
smér osy y zvolime opacny k vektoru g a smér osy x je takovy, ze se bod B nachézi v roviné

xy, viz obr. [1.35

Obrazek 1.35: Geometrie zadani tlohy.

Kftivku dratu budeme popisovat pomoci zatim neznamé funkce ¢, kterd urcuje y-ovou
polohu libovolného bodu dratu o dané z-ové poloze, tj.

y = q(z).

Pro obecnou polohu kulicky na dratu v libovolném okamziku tedy plati

Potencialni energie V' kulicky je zfejmé

V = mgy = mgq(z).

Na kulicku ptisobi konzervativni tihova sila G = mg a normadlova sila N smétujici kolmo
k posunuti kulicky. Plati tedy zadkon zachovani mechanické energie kulicky a jeji hodnota je
nyni rovna nule, nebot v bodé A, kde y = ¢(0) = 0, ma kulicka nulovou pocateéni rychlost.
Plati tedy

E:T+V:%mv2+mgq:0 = v =1+/—29q.
Casovy interval, ktery bude potfeba na pfemisténi kulicky po oblouku dratu infinitezimalni

délky d je
_d__d

v V—29q

Z kurzu analytické geometrie vime, Ze délka infiniteziméalniho oblouku grafu funkce ¢(z) se

vyjadii nasledujicim vztahem
dl = dzy/1 + ¢2, (1.253)

420sy tohoto soufadného systému budeme nyni pro lepsi piehlednost oznadovat z, y a z namisto obvyklého
L1, T2 & T3.

dt
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kde ¢’ = dq/dzx. Pro ¢asovy interval dt tedy plati

di 1 12
dx ta

V299 —29q

Celkovy cas, ktery kulicka potfebuje na to, aby se premistila z bodu A do bodu B je pak

ziejmé urcen integralem
TB 1+ 12
t= / g dz,
TA _29(]

kde x4 = 0 je xz-ova poloha bodu A a zp # 0 je x-ové poloha bodu B. Zadani ulohy tedy
zni: jaky je tvar dratu popsany funkei ¢(z) takovy, Ze jeho krajni body A a B jsou pevné a
posledni integral nabyva minimalni hodnoty? Porovnanim tohoto zadani s integralem ,
jehoz extremni hodnotu (minimum) jsme pred tim hledali, zjistujeme, Ze plati

dt

1+ ¢?
—29q

fla,d) = (1.254)

Integral bude mit minimalni hodnotu, pravé kdyz funkce ¢(z) bude feSenim rovnice ((1.250)),

£,
d (ory _of
de \oq ) 0q

Protoze funkce f nezavisi na proménné x, prvni integral této rovnice predstavuje rovnice
[252):
af
aq’
kde jsme zavedli namisto formalniho ,konst.“ integra¢ni konstantu K. K sestaveni prvniho

integralu nejprve potfebujeme vyjadiit parcidlni derivaci funkce f podle ¢/, ktera podle jejiho
funkéniho predpisu ([1.254)) vychazi takto:

af _ q ,
oq \/—2961 (1+q?)

Prvni integrél ([1.255)) tedy bude néasledujici:

— f=K, (1.255)

q/2 1+ q/2 B
NETET I T
a po drobnych upravach jej nalézame ve tvaru
1

—— = K\/—29q.
V1+d
Odtud dalsimi Gpravami nakonec prichazime k diferencialni rovnici
—2C:q(1+¢ﬁ, (1.256)

kde jsme namisto piivodni konstanty K zavedli novou kladnou konstantu C' = 1/(49K?).
Funkei ¢(x) ziskdme FeSenim rovnice ([1.256), kterd je obycejnou diferencidlni rovnici prvniho
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radu. Jejimu feSeni se nyni budeme vénovat. Vyraz v zavorce nas inspiruje k tomu, ze zavedeme
parametr « ve tvaru substituce

"= d_;]: = —cotg (a/2) = —%. (1.257)
Po jejim dosazeni zpét do diferencialni rovnice dostavame
a0 =g {1 N cﬁz((_z//;) ] _ sin® <as/ii);(rac/()28)2 (a/2) _ - (qam,
odkud ziskavame zavislost funkéni hodnoty ¢ na parametru o:
q(a) = —2Csin? (a/2) = —C (1 — cosa). (1.258)

Infinitezimélni zménu dg zpusobenou zménou « o da vyjadiime jako diferenciél funkce ¢(a):
dg = —2C'sin («/2) cos (a/2) dav.
Zéavislost proménné x na parametru a pak ziskdme dosazenim dg do (|1.257))

(cil_g __2Csin (04/221;08 (a/2) dev _ _Z;); EZ?;) L e = 20sin? (a/2) da

a naslednou integraci:
z(a) = /203in2 (/2)da = C/ (1+cosa)da =C(a+sina) + D, (1.259)

kde D je druhd integra¢ni konstanta. Protoze funkéni hodnota ¢(z) je rovna y-ové poloze
kazdého bodu dratu, jeho kiivka je ddna parametricky podle vztahu (1.259) a (1.258), tj.

z(a) =C(a+sina) + D, qg(a) =y(a) = —-C (1 —cosa), (1.260)

a takto vyjadienou k¥ivkou je ¢ast cykloidy, jejiz graf je ukdzan na obrézku [1.36] vlevo.

Obrazek 1.36: Vlevo: Geometrickd konstrukce cykloidy: Kruznice o poloméru C' se odvaluje
po ose z. Bod na jejim obvodu postupné prochéazi vSemi body cykloidy. Vpravo: Piiklady
brachistochron pro rtizné polohy bodu B (Bj, Bs, B3). Bod By je ,vyznamné vpravo“ od bodu
A, proto pozorujeme minimum brachistochrony. Bod Bs je umistén do stejné vysky, jako bod
A, brachistochrona nyni odpovida celé periodé cykloidy. Minimum brachistochrony se neobjevi,
pokud se bod Bj nachéazi ,vyznamné pod“ bodem A. Kazda z uvedenych brachistochron je
déana urc¢itou hodnotou konstanty C, jak je naznaceno.
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Nyni ukézeme, jak se urci integracni konstanty C' a D. Vzhledem k pocatecnimu bodu A
(4 = ya = 0) plati
D =0.

Integra¢ni konstanta C' zavisi na polohovém vektoru (zp, y5,0) bodu B, pro jehoz slozky plati:
zp =x(ap) = C(ap +sinap), yp =y(ap) = —C (1 —cosap).

Resenim této soustavy dvou rovnic jsou hodnoty neznamjch C' a ap. Vzhledem k tomu,
Ze prvni z rovnic je transcendentni, nelze tuto soustavu snadno fesit analyticky, ale napft.
numericky ¢i grafickou metodou. My se omezime pouze na zavér, ze podle polohy bodu B
existuje bud jedno, anebo 74dné minimum kiivky dratu, viz obr.[1.36 vpravo. Tim povaZzujeme
ulohu za vyfesenou.

Vysledna krivka této tlohy urcena parametrickymi rovnicemi , tj.

z(o) =C(a+sina), y(la) = —=C (1 —cosa),

se nazyva brachistochrona a jeji ndzev vznikl spojenim feckych slov SpdxtoTos xpévos [brachis-
tos chrénos] — nejkratsi cas.

Poznamenejme jesté, ze zadani této tlohy publikoval v roce 1696 Johann Bernoulli (1667
1748) a krom jeho samotného jsou povazovani za jeji Fesitele také Isaac Newton (1643-1727),
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Jacob Bernoulli (1655-1705), starsi Johanniv bratr,
a Guillaume de I"'Hospital (1661-1704).

1.10.2 Retézovka

V tihovém poli charakterizovaném tihovym zrychlenim g mezi dvéma pevnymi body A a B
zavésime dokonale ohebny hmotny homogenni fetéz, jehoz délku, ktera je vétsi nez vzdalenost
mezi body A a B, ozna¢ime [. Spojnice bodi A a B svira s vektorem g nenulovy tihel. Urcete
tvar volné visiciho fetézu.

Reseni: Zavedeme kartézsky soufadny systém takovy, Ze jeho pocatek je totozny s bodem
A, osa y sméfuje opaénym smérem nez vektor g a bod B se nachézi v roviné xy, viz obr.

y }g

Obrazek 1.37: Geometrie zadani ulohy.

Podobné jako v predchozi tiloze budeme tvar fetézu popisovat pomoci kiivky, jejiz body
maji soufadnice x a y popsané (zatim nezndmou) funkci

y = q(x).

Délka infinitezimalniho oblouku grafu funkce ¢(z) je

dl = /1 + ¢*dx,
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jak jsme uvedli v predchozi tloze, viz ((1.253)). Pro délku fetézu tedy plati

rB
l:/ \/ 1+ ¢?*dz, (1.261)
TA

kde x4 = 0 je xz-ova poloha bodu A a xp je x-ova poloha bodu B. Pro hledanou funkci ¢(z)
dale plati, ze visici Tetéz zaujme nejnizsi moznou hodnotu jeho potencialni energie. Zvolime-li
nulovou potencialni energii v roviné y = 0, kazdy element fetézu ma potencialni energii

dV =dmgy = rgydl = 7gq(x)y/1 + ¢'* dx, (1.262)

kde 7 je (konstantni) délkova hustota Fetézu. Potencidlni energie fetézu je tedy urcena inte-

gralem
TB
V= / Tgq\/1 + ¢* dx (1.263)
TA

a budeme tudiz hledat takovou funkci ¢(x), aby mél tento integral minimalni hodnotu. Zaroveri
vSak musi pro ¢(z) platit i podminka délky Fetézu (1.261]). Princip nejmensi akce, ktery chceme
pro vyreseni ulohy pouzit, vsak predpoklada pouze minimalizaci akce bez dalsich podminek.
Bude tedy tfeba podminku ((1.261)) zahrnout do integralu . To provedeme nésledujicim
zptisobem: Podminka k4, ze

rB
/ \V1+¢?de —1=0,
TA

neboli vyraz na levé strané se musi ,,co nejméné lisit od nuly“. Vynasobime-li tuto rovnici
zatim neznamym multiplikdtorem A, muzeme ji secist s (|1.263]) a dostaneme

B rB
V:/ quy/1+q’2dx+)\/ \/1+¢%de — M =
A TA
T
:/ (T9q + M) \/1+ ¢*dz — M. (1.264)

TA

Vidime, 7e multiplikitor \ zde zajistuje s¢itani fyzikalnich veli¢in majicich stejné jednotky[|
Pokud budeme hledat minimum potencilni energie v podobé vzorce ([1.264)), podminka (1.261))
je jiz automaticky zahrnuta. Takto urcena potencialni energie je tedy akci, kterou je tfeba pri
hledani funkce ¢(x) minimalizovat. Pro ,spravny* tvar ¢(x) tedy musi platit

5V:5{/ (qu+)\)\/1+q/2d$—>\l:| :5/ (tgq + AN \/1+¢*dz — 5 (\) = 0.
A TA

Protoze A il jsou konstantami pro vSechny funkce ¢(z), které pti hledani minima V' prochézime,
automaticky vzdy plati
6 (M) = 0. (1.265)

Hledame tedy minimum akce definované integralem

xB
/ (qu + /1 + q’2> dz,
T

43Multiplikdtor A\ zde m4 ziejmé jednotku J/m.
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jehoz integrandem je funkce

fla,d) = (tga+ X)) \J1+ ¢ (1.266)

a q(z) je feSenim rovnice ((1.250)). Protoze funkce f opét nezavisi na proménné z, mizeme Fesit

prvni integral podle ((1.252)):
o
aq’

s integracni konstantou K. Parcialni derivace funkce f definované funkénim predpisem ({1.266)
podle ¢ je nasledujici:

—f=K (1.267)

of q
= =99+ \) —.
dq ( )\/1+q’2

Potom prvni integral (|1.267]) je ve tvaru

12

q
(Tgq + N) —— (Tgq + N)
Vit

Vynasobime-li obé strany vyrazem /1 + ¢’2, dostavame

1+¢*=K.

—(T9q+ ) = Ky\/1+ ¢

Dalsimi drobnymi Gpravami potom ziskame diferencialni rovnici

q+D=Cy/1+q?, (1.268)

v niz jsme zavedli nové konstanty C' = —K/(rg) a D = A\/(7g). Jejim feSenim je hledand
funkce ¢(z). Argument odmocniny a vyraz na levé strané nas vedou k zavedeni parametru u

taktof™]
q+ D = C coshu, ¢ = sinhu. (1.269)

MiiZzeme se totiz presveédcit o tom, Ze po dosazeni do diferencialni rovnice ((1.268]) se stale leva
strana rovnd pravé, nebot plati

coshu = /1 + sinh® u. (1.270)

Diferencovanim prvni z rovnic (1.269)) a uzitim rovnice druhé dostavame
dg = C'sinhudu = Cq¢'du,

odkud q
q

Vzhledem k tomu, zZe
,_ dg dg

= =
1 dx q

44Pouzité hyperbolické funkce jsou definovany nésledovné:

(e~ )

— 1 u —u : 1
coshu:i(e +e ), sinhu = 3

a nazyvaji se poradé€ hyberbolicky kosinus a hyberbolicky sinus. Vztahy mezi nimi ukdzeme a pouzijeme v tloze

[LIL§
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rovnici ([1.271]) vyfesime prostou integraci:
dg
— =dz = Cdu = r=Cu+ X,
q
kde X je dalsi integracni konstanta. Odtud vyjadiime parametr wu:
r—X
C

a dosadime jej do prvni z rovnic ([1.269). Tim ziskdvame funkci g(x) jako feSeni diferencidlni

rovnice (|1.268]):

u =

z—X

q(z) = C cosh (T) ~D. (1.272)

Graf této funkce zaroven predstavuje kiivku volné visiciho fetézu. TTi konstanty se urci ze tii
nasledujicich podminek: délka fetézu ([1.261)), tj.

B
l:/ \/ 1+ ¢?dz, (1.273)
TA

a polohy bodu A a B:

- X
q(mA) = Ya = C cosh (xAC ) — D =yy, (1274)

— X
q(zg) = yB = C cosh (1'30 ) — D =yg. (1.275)

Vzhledem k tomu, ze x4 = y4 = 0 a funkce cosh je suda, podminka ({1.274)) nabyva tvaru

X
D = h|{—]).
C cos (C’)

Derivaci funkce ¢(x), jejiz funkéni pfedpis je vyjadien vztahem ([1.272)),

- X
/ — i h T
q = sin ( e >
dosadime do podminky ([1.273f) a dostavame ji tak do tvaru
B _ X B _ X
l = /0 \/1 + sinh? ('%T)dx = /0 cosh (xT) dr =

= (C'sinh (x _C'X) ) = ('sinh (ngX) + C'sinh (%) ,

nebot funkce sinh je funkei lichou. Podminky (1.273) — (1.275]) tak nalézdme v nésledujicim
konecném tvaru

e X
| = C'sinh (xBC ) + C'sinh (5) , (1.276)

D = C'cosh (%) ) (1.277)

yp + D = Ccosh (JCBC;X). (1.278)
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Tyto podminky tvofi soustavu soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych konstantach C, D a X,
avSak tyto rovnice jsou transcendentni. Jejich feseni lze ziskat napf. numericky ¢i grafickou
metodou, ale tim se jiz zabyvat nebudeme.

Zéavérem: Graf funkce ¢(z) dané funkénim pfedpisem ((1.272) s piislusnymi hodnotami
konstant C'; D a X uréenych podminkami ([1.276]) — (1.278]) odpovida kiivce fetézu délky I
zavéSeného v bodé A o soufadnicich (0,0) a v bodé B o soufadnicich (xp,yp). Tato tloha
o volné visicim Fetézu dala této kiivce nazev: retézovka. Na obr. [I.3§ jsou ukézany piiklady
Fetézovky pro rizné vzajemné polohy bodi A a B, mezi kterymi zavéSujeme stejny retéz.

Obréazek 1.38: Piiklady fetézovek shodnych délek pro rizné polohy bodu B (By, By, Bs). Bod
By je ,blizko“ od bodu A, proto se objevi minimum fetézovky. Bod B, je umistén do stejné
vysky, jako bod A. Minimum fetézovky nepozorujeme, pokud se bod B3 nachézi ,vyznamné
daleko“ od bodu A. Kazda z uvedenych fetézovek je charakterizovana urcitymi hodnotami
konstant C', D a X uréenymi podminkami ([1.276) — (1.278), jak je naznaceno.
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1.11 Kanonické rovnice

Jiz jsme se presvédcili o tom, ze Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (viz ((1.96)) na str. jsou velmi
ucinnym nastrojem pro popis ¢asového vyvoje libovolné mechanické soustavy, na jejiz Castice
pusobi vtisténé konzervativni sily a sily holonomnich vazeb. Vime téz, Ze tyto pohybové rovnice
predstavuji soustavu M obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu, jejichz feSenimi jsou
zobecnéné soufadnice ¢;(t), kde j =1,2,..., M.

Prestoze jsme predlozili nékteré efektivni metody, jak takové soustavy fesSit, Castéji se
setkavame s tllohami, jejichz zavislosti zobecnénych souradnic na Case nelze analytickymi me-
todami nalézt. V takovych pfipadech prichazeji na fadu nejriznéjsi numerické metody. Avsak
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice obecné obsahuji krom vSech zobecnénych soutfadnic g; i jejich
prvni derivace (zobecnéné rychlosti) ¢; a dale i jejich druhé derivace ;. Pfiblizna vyjadfeni
téchto derivaci pomoci diferenci, kterych se obvykle v numerickych metodach pouziva, muize
vést k tomu, Ze pouzity typ numerické metody konverguje ,,pomalu®“ nebo dokonce nekonver-
guje viitbec. Tyto problémy se vyskytuji zejména v pripadé pritomnosti numerickych derivaci
druhého radu. Podari-li se nalézt pohybové rovnice v takovém tvaru, ktery by obsahoval pouze
prvni derivace veli¢in, numerické integrace takovych soustav diferencialnich rovnic prvniho
fadu budou uc¢innéjsi. Nyni se tedy budeme vénovat snaze najit pohybové rovnice prave ve
tvaru takovych soustav diferencidlnich rovnic prvniho radu.

1.11.1 Hamiltonova funkce

Pripomenime nejprve obecny integral energie, ktery jsme vyjadrili vztahem (1.107)) na str. :
M
haj g t) = ) -4 — L (1.279)

j=1
a ktery, jak jsme zdiraznili, zavisi na vSech zobecnénych souradnicich g;, vSech zobecnénych
rychlostech ¢; a case t. Nahradime-li parcidlni derivaci Lagrangeovy funkce L podle zobecnéné
soufadnice ¢; zobecnénou hybnosti p;, kterou jsme definovali pomoci vztahu (1.98]) na str. ,
tj.

= — (j=1,2,...,M), (1.280)

dostavame Hamiltonovu funkci nebo hamiltonian definovanou takto:
M
H(qj,pjt) = Y pid; — L. (1.281)
j=1

Vidime, ze se integral energie h a Hamiltonova funkce H od sebe lisi pouze prechodem od
souboru nezavislych proménnych (g;, ¢;, t) k souboru novych nezavislych proménnych (g;, p;, t).
Pozor! Aby byla Hamiltonova funkce definovana vztahem ([1.281]) skutecné funkci pouze

téchto novych proménnych, i v samotné Lagrangeové funkci musime provést nahradu
4; = pj (j=1,2,...,M). (1.282)

To znamenad, Ze je tfeba najit, jak zavisi jednotlivé zobecnéné soufadnice ¢; na vsech zobec-
nénych hybnostech p;, neboli rovnice (|1.280]) pfevedeme do tvaru

V Lagrangeové funkci L déle za ¢; dosadime a teprve potom ji miiZzeme pouzit pro vyjadfeni
Hamiltonovy funkce pomoci definice (|1.281]).
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1.11.2 Nalezeni kanonickych rovnic

Vime-li, Ze Hamiltonova funkce zavisi na proménnych g;, p; a t, mtzeme vyjadrit jeji totalni
diferencial:
oH

M
oH oOH
( ot (1.283)

dH = ——dg; + —dp-) +

; 8%’ ! 8pj !
Ten vsak mtzeme ziskat i pifimo z jeji definice ((1.281]), kde pro tuto chvili ponechame v Lagran-
geové funkcei zobecnéné rychlosti ¢;:

M
oL oL oL
dH = dg; + ¢;dp; — =—dg; — =—dg,; | — —dt. 1.284
jz_; <pj 4; + q;4p; dq; q; 04 qJ) ot (1.284)
Podle Eulerovych-Lagrangeovych rovnic ((1.96]) na str. 41{ vSak plati
oL d (0L dp; . ,

a podobné vyraz 0L/0¢; mizeme piimo nahradit zobecnénou hybnosti p;. Po dosazeni za obé
parcialni derivace do totalniho diferencialu ([1.284)) potom dostavame

M M

. . ) ) oL ) ) oL

j=1 j=1

Protoze vSechny proménné g; a p; jsou nezavislé, provnanim ¢lent stojicich u dg; a dg; v (1.283))
a (|1.285]) dostavame nasledujici rovnice:

OH oOH
qj:%, pj:—a—qj (1=1,2,...,M). (1.286)
Predstavuji 2M obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, nebot se zde vyskytuji nejvyse
prvni derivace proménnych ¢; a p;. Podafilo se ndm tedy snizit fad diferencidlnich rovnic.
Cena, kterou za to platime, je zdvojnasobeni poctu rovnic spolu se zdvojnasobenim poctu
neznamych funkci ¢;(t) a p;(t). Vzhledem k souc¢asnym moznostem vypocetni techniky, vsak
tato cena neni viibec vysoka.

Rovnice se nazyvaji Hamiltonovy kanonické rovnice nebo zkracené kanonické rov-
nice a jsou hledanymi pohybovymi rovnicemi tvoricimi soustavu difrenecidlnich rovnic prvniho
fadu. Rovnice vlevo nemaji fyzikalni obsah, ale jsou ve své podstaté defini¢nimi rovnicemi pro
vSechny hybnosti p;. Naopak fyzikalni obsah maji rovnice vpravo, nebot jsou svoji stavbou
ekvivalentni pohybovym rovnicim. Vidime, Ze oba typy rovnic az na znaménko vykazuji sy-
metrii: na pravych stranach se vyskytuji parcialni derivace Hamiltonovy funkce H podle jedné
z proménnych ¢; nebo p;, levé strany obsahuji casové derivace té druhé proménné. Z toho
dtivodu se dvojice proménnych ¢; a p; pro kazdé j nazyvaji kanonicky sdruZené.

Priklad, jak lze sestavit pohybové rovnice konkrétni mechanické soustavy pomoci kanonic-
kych rovnic, ukdzeme déle.

Zbyva jesté porovnat Cleny stojici u dt, ¢imz dostavame relaci

OH 0L

- = "5 (1.287)
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Ve vztahu (1.106) na str. 43| dale opét provedeme nédhradu dL/0¢; za p;:

dH 0L
dt (Zp]q] >_ a ot

a porovnanim tohoto vztahu s (1.287) potom zjistujeme, Ze plati
dH  OH
at ot

Vime, zZe totalni a pracialni derivace funkci se obecné lisi. V tomto specidlnim pripadé se vSak

totalni i parcidlni casové derivace Hamiltonovy funkce rovnaji. Tato vlastnost poukazuje na
vyjimecnost této veliciny.

(1.288)

1.11.3 Kanonické transformace

Tvar Hamiltonovy funkce mnohjch mechanickych soustav vede na feseni soustavy pomérné
slozitych diferencidlnich rovnic. Pokud bychom vsSak vysli z jiného tvaru Hamiltonovy funkce,
diferencialni rovnice by se mohly zjednodusit. Dokonce se ukazuje, ze mizeme sestavit neko-
necné mnoho Hamiltonovych funkci popisujicich danou mechanickou soustavu. Avsak kaz-
da takovd ,nova“ Hamiltonova funkce H' je funkci ,novych“ proménnych @, a Pk, kde
k=1,2,...,M. Vzhledem k tomu, Ze tyto proménné mohou mit libovolnou fyzikalni jed-
notku, jiz neni mozné je nadale obecné nazyvat zobecnénymi soufadnicemi a zobecnénymi
hybnostmi.
Prechod od ,starych“ k ,novym“ proménnym ptedstavuji obecné transformacni rovnice

Qk Qk(QJapjat) Pk:Pk(Qjapj7t)7 (k:1>2a"'7M)7 (1289)
popf. inverzni transformacni rovnice

»Starou” Lagrangeovu funkci L ,starych® proménnych ¢; a p; vyjadiime pomoci (|1.281)) takto:

L(gj, pj;t) Zpgq] H(q;,p;,1). (1.291)

Analogicky ,novou“ Lagrangeovu funkci L' ,novych“ proménnych ), a P, pak napiSeme
nasledujicim zptisobem:

L' (Qx, P, t) ZPka — H'(Qy, Py, 1). (1.292)
Dosadime-li vyjadfeni ((1.291)) do Hamiltonova principu ((1.243]), dostavame

t1
to
Obdobné miizeme Hamiltontiv princip napsat i pro ,novou“ Lagrangeovu funkci (({1.292]):
t1
(5/ L'(Qy, By, t)dt = 0. (1.294)

to
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Uvazujme o nejruznéjsich transformacnich rovnicich ((1.289)) a ((1.290)) a hledejme pouze takové,
kdy oba integraly v (1.293)) a (1.294) nabyvaji své staciondrni hodnoty (minima) ,zaroven“.
Pokud tomu tak je, transformac¢nim rovnicim fikdme kanonické transformace.

Jak takovou kanonickou transformaci nalezneme? Ukazeme, Ze pokud se obé Lagrangeovy
funkce L a L' 1isi o totalni ¢asovou derivaci néjaké funkce F', oba integraly nabyvaji minima
,soucasné® neboli plati , pokud zaroven plati a naopak. Pokladame tedy

dF

L(qj,pjt) = L'(Qx, Pr, t) + TR

O funkci F' predpokladame, ze je funkci ¢;, Qr a t, tedy ,starych® proménnych ¢; (j =
1,2,..., M), ,novych® proménnych Qy (k =1,2,..., M) a dasu[5|tj.

(1.295)

= F(q;, Qx, 1) (1.296)
Dale jeji variace je v ,krajnich ¢asech” nulova, neboli pro ni plati
OF [qj(t1), Qr(t1), t1] = 6F [g;(t2), Qi(t2),t2] = 0. (1.297)
Po dosazeni (|1.295)) do (1.293) potom dostavame
h h dF
5/to Lqs, py t) dt — 5/to {L’(Qk, Put) + E} dt = 0. (1.208)

Variace i integral jsou linedrnimi operacemi, coz znamenad, ze variace nebo integral souctu je
soucet variaci nebo integrali. Pokud déale zaménime poradi variace, integrace a derivace, leva
strana této rovnice nabyva tvaru

t1 t t
5/ L/(Q’“’P’“’”dt”/ (g)dt—5/ L/(Qu, Prst) dt + 0F ]

to to to

Vzhledem k ((1.297) je vztah ((1.298)) nasledujici:

t1 t1
5/ L(qj,pj,1) dt:é/ L'(Qg, Py, t)dt = 0.
to to

Tento vysledek tika to, co jsme na zacatku predpovédéli: Pokud integral s Langrangeovou
funkci L nabyvéa minima, potom soucasné i integral s Langrangeovou funkci L' nabyva minima
a naopak. Samoziejmé neni nutné, aby se hodnoty obou integralii rovnaly.

Dosadime-li nyni vztahy (1.291]) a ((1.292)) do ((1.295)), dostéavame

ar
ijq] H= Z P.Qy — H' + 4 (1.299)

Chceme-li rozepsat totalni derivaci F' podle c¢asu, pak vzhledem k ({1.296]) dostavame

M

dF aF
T q] Z (1.300)

45Funkci F se fiké vytvorujici funkce, protoze vlastné pravé na ni je postaveno hledani kanonickjch trans-
formaci. Vyuzivaji se predvs§im zavislosti F' na poloviné ,starych“ proménnych a poloviné ,novych“ promeén-
nych, tj. symbolicky ¢, Q; p, Q; ¢, P; p, P. V tomto textu se nebudeme obecnymi postupy hledani kanonickych
transformaci zabyvat, proto jsme pro ukazku zvolili pouze zavislost typu ¢, Q). Detailni popis, jak postupovat
v dal8ich pfipadech je uveden napf. v knize M. Brdic¢ka, A. Hladik: Teoretickd mechanika. Academia, Praha
1987, kap. 3, odst. 3.11.
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Po jejim dosazeni do rovnice (|1.299) mtzeme tuto rovnici po drobnych tpravach prepsat do

tvaru ur u
OF\ | OF \ . , OF\
;(p,_a_qj)qj_;<m+@>@k+(ﬂ —H—E> = 0.

Vzhledem k nezavislosti ¢; a @ musi byt vSechny zavorky zvlast rovny nule, tedy:

oF
=9 e M), 1.301
n=5e 0 ) (1.301)
oF
Po=— (k=12,....M 1.302
k an ( ) “y ) )7 ( )
OF
H =H+ —. L.
+ 5 (1.303)

Tyto rovnice predstavuji transformacni rovnice mezi ,starymi“ a ,novymi“ proménnymi.

Konkrétni priklady hledani nejriiznéjsich kanonickych transformaci vsak v tomto textu po-
pisovat nebudeme. V dalsim se dale omezime pouze na takové funkce F', které nejsou explicitni
funkei casuf™)tj.

oF
— = 0.
ot
Podle (1.303) to znamena, ze
H =H. (1.304)

S timto pfedpokladem obé strany rovnice ((1.299)) vynasobime dt a dostavame
M M
> pidg; =Y PpdQy =dF. (1.305)
j=1 j=k

Leva strana tedy musi byt totalnim diferencidlem. Toto je jina forma podminky, pomoci které
mizeme overit, zda prechod od ,starych® k ,novym“ proménnym je opravdu kanonickou
transformaci.

Vse, co jsme se zatim v tomto odstavci dozvédéli, ukdZzeme na nasledujicim jednodu-
chém prikladu harmonického oscilatoru.

1.11.4 Harmonicky oscilator (podruhé)

Zadani této ulohy je uvedeno v tuloze na str. [46] Zde jsme zjistili, Ze tato mechnicka
soustava ma jeden stupen volnosti. To znamena, Ze jeji pohybovy stav je urcen jednou zobec-
nénou souradnici, kterou jsme nazvali z;. Kvili lepsi orientaci pfi inspiraci predchozim textem
budeme tuto zobecnénou souradnici nyni oznacovat g. Lagrangeovu funkci L harmonického
oscilatoru jsme rovnéz sestavili v tloze [1.8.1] viz na str. 47, pfi¢emz nezapomindme na

nové oznaceni zobecnéné souradnice:

L=1m¢* — Lkq®. (1.306)

46Témto kanonickym transformacim se nékdy ¥ika u#s7 kanonické transformace.
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e Nalezeni Hamiltonovy funkce

Hledani Hamiltonovy funkce jsme obecné popsali v odst. [1.11.1{na str. Nejprve napiseme
integral energie harmonického oscilatoru, viz (|1.279)):

oL . . . .
h= i L =mg* — %qu + %qu = %qu + %qu. (1.307)
Déle zavedeme zobecnénou hybnost podle (|1.280)):

oL

= —-— = y 1-
9 mq (1.308)

p

a v integralu energie (1.307)) provedeme ndhradu ¢ — p, viz (1.282)). Zde je situace velmi
jednoduché, nebot z ((1.308]) pfimo plyne

= —. 1.309

q= (1.309)
Tim pfechdzime od souboru nezavislych proménnych (¢, q,t) k souboru nezavislych promén-
nych (¢, p,t) a integral energie (1.307)) se tak stava Hamiltonovou funkei:

2
h=1im¢+Lik¢ = H= 2p—m + 1kq’. (1.310)

e Kanonické rovnice

Postup sestaveni pohybové rovnice popisujici pohyb harmonického oscilatoru jsme jiz ukazali
v odst. [I.I1.1] Pokud se vSak zajiméme o hledani ¢asového vyvoje pohybového stavu harmo-
nického oscilatoru pomoci kanonickych rovnic ((1.286)), dostavame je ve tvaru

OH p 0H
j=—— =L )= ——— = —ka. 1.311
=5 =m p q (1.311)
Rovnice vlevo je skutecné defini¢ni, protoze fika jaky je vztah mezi ¢ a p a neprekvapuje nas,
ze je totozna s rovnici ((1.309). Rovnice vpravo mé fyzikalni obsah, nebof dosadime-li za p
z defini¢ni rovnice vlevo, dostavame
mq = —kq, (1.312)

coz je podle ocekavani stejna pohybova rovnice, kterou jsme dostali z Eulerovych-Lagrangeovych
rovnic, viz ((1.123) na str. . Jeji Teseni jsme jiz detailné probrali v odst. a proto se ji
dale nebudeme zabyvat. Ukadzeme vsak, ze existuje jesté jiny postup, jak urcit ¢asovy vyvoj
pohybového stavu harmonického oscilatoru, aniz abychom fesili tuto pohybovou rovnici.

¢ Reseni pomoci kanonické transformace

Tvar ,staré“ Hamiltonovy funkce ([1.310f) by nas mohl pfi pfechodu od ,starych” proménnych
q a p k ,novym“ proménnym () a P inspirovat tak, ze by ,nova“ Hamiltonova funkce mohla
byt jednoduse
k
H =4/ —P. (1.313)

m
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Daéle predpokladame H' = H, viz ((1.304)). Snadno potom ovéiime, Ze ke splnéni téchto predpo-
kladd musi platit nasledujici inverzni transformacni rovnice (1.290) mezi ,starymi“ a ,novymi“

proménnymi
1 1
kE\* [2P k\*
qg= (_) \/ =—sinQ, p= (—) V2mP cos (). (1.314)
m k m

Musime se vSak jesté presvédcit o tom, Ze tento prechod od ,starych” proménnych k ,novym*
proménnym je skute¢né kanonickou transformaci. K tomu ndm slouzi podminka (|1.305)), ktera
mé zde tvar

IS

pdg — PdQ = dF, (1.315)

kde funkce F' je ziejmé funkci ,staré” proménné ¢ a ,nové“ proménné (). Vyjadiime-li dife-

rencidl dg z prvni inverzni transformacni rovnice ([1.314)):
[2P
s cos QdQ

AN ERS k
dg = (E) 3Pk sin@QdP + (E)

a dosadime-li ji spolu s druhou inverzni transformacni rovnici (1.314) do podminky (|1.315)),
dostavame

(%)4 V2mP cos Q) [(%)4 \/ﬁsinQdP—l— <%>4 \/%COSQdQ

Po dalsich drobnych tpravach ji nakonec nalézdme ve tvaru

=

— PdQ = dF.

sin () COSQdP—I—P(ZCOSQQ— 1) d@) = dF.

Aby byla leva strana opravdu totalni derivaci funkce F', musi platit

or . . OF
3P = sin @ cos Q = 3 sin(2Q), 20 =P (2 cos® Q) — 1) = Pcos(20Q),
nebot, jak vime,
OF oF
F=— —dP.
d anQ + an

Integraci potom zjistime, ze funkce F' musi mit funkéni predpis
F = 1 Psin(20Q).

Predpokladali jsme vsak, ze funkce F' je funkci ,staré” proménné ¢ a ,nové“ proménné ().
Proto do jejiho funkéniho predpisu dosadime za P z prvni inverzni transformacni rovnice
(1.314)) a po dalsich upravach ji dostavame v konec¢ném tvaru

2
F= %mGq cotg Q.

Funkci F' vsak nebylo potfeba nalézt, stacilo pouze dokéazat, ze je splnéna podminka (|1.315]),
zajistujici kanoni¢nost transformace.
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e Reseni ,novych“ kanonickych rovnic

Nyni jiz mtzeme napsat ,nové“ kanonické rovnice (|1.311]) vychazejici z ,,nové“ Hamiltonovy
funkce H' urcené vztahem ((1.313)):

. OH' k . oH'
Vidime, Ze jejich Teseni je nyni velmi snadné:
Q=Qt+ ¢, P = konst., (1.317)

kde ¢ je integra¢ni konstanta. Nejprve se zamyslime nad druhym vysledkem. Z odst.
vime, 7ze v pripadé harmonického oscilatoru je integral energie h konstantni a ten je roven
mechanické energii F oscilatoru, viz vztah na str. Avsak integral energie presel ve
ystarou“ Hamiltonovu funkci H, ktera je podle dale rovna ,nové“ Hamiltonové funkci
H’. Plati tedy

H =H=E.

Uzitim (|1.313]) tak miizeme proménnou P vyjadiit pomoci mechanické energie F takto:

m_., FE
P_”EH_Q' (1.318)

Prvni z vysledk (|1.317]) potom dosadime do prvni z inverznich transformacnich rovnic ((1.314))
a uzijeme vztahu (|1.318)):

q= (%) ,/%sm(QtJrgb) = \/%sin(ﬁwqﬁ)

Vidime, ze zde vystupuji dvé integrac¢ni konstanty. Jednou je ¢, které se objevilo integraci @),
druhou se stala mechanickd energie E prostfednictvim konstantniho P. Nyni E nahradime
maximalni vychylkou A, mezi kterymi plati vztah

N

E=1kA%,

jak jsme zjistili v samém zavéru odst. [1.8.1] viz vztah (1.134) na str. [49} Vychylky harmonic-
kého oscilatoru jsou pak urceny ,starou“ zobecnénou soutadnici

q(t) = Asin(Qt + ¢) (1.319)

se dvéma integra¢nimi konstantami A a ¢. Stejny vysledek jsme jiz dostali pii feSeni pohybu
harmonického oscilatoru, jak ukazuje vztah na str. .

Kanonickou transformaci od ,starych“ proménnych ¢ a p k ,novym*“ proménnym () a P
jsme si velmi usnadnili feseni samotnych pohybovych rovnic. Ty jsme ziskali z kanonickych
rovnic sestavenych na zdkladé ,nové“ Hamiltonovy funkce H'. Jak jsme jiz diive pozname-
nali, ,nové“ proménné nemizeme obecné nadale nazyvat zobecnénou soutradnici a zobecnénou
hybnosti. Podle prvniho z vysledki vidime, Ze ,nova“ proménna () je bezrozmérna a
na zakladé vztahu ((1.318) ,nova“ proménnd P ma fyzikalni jednotku J-s.
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1.11.5 Poissonovy zavorky

Za strucnou zminku stoji i formulace pohybovych rovnic, kterou nyni ukazeme. Uvazujme
o funkci f, kterd je funkei vSech zobecnénych souradnic ¢;, vSech zobecnénych hybnosti p; a
Casu t, tj. f = f(q;,pj,t). Totalni derivace f podle ¢asu potom vyjde

f _ f f f
dt (aqjq +apjp>+a

Pokud za ¢; a p; dosadime z kanonickych rovnic (1.286)) na str. které zde pro prehlednost

znovu uvadime:
. oH . o0H G
q, = —, p e j g Ly e
J 8p] J @qj

muzeme tuto totalni derivaci prepsat do nasledujiciho tvaru:

s (o om0
dq; Op;  Op; I, ot

M), (1.320)

Vyraz v sumé vykazuje jistou ,,symetrii“. Sestava ze dvou ¢lenti tvorenych souc¢inem parcialnich
derivaci funkce f a funkce H. A dale proménné, podle kterych se derivuje, jsou v obou ¢lenech
zaménéné. Tato matematicka formule se stala pfedmétem zkoumani zejména pro jeji vlastnosti
z hlediska algebry. Nazyva se Poissonova zdvorka a znacime ji takto:

L /ofoH Of OH

Totalni derivaci funkce f podle ¢asu pak mizeme formalné vyjadrit jako

S

i 5 (1.322)

Poissonovy zavorky maji mnoho dtlezitych vlastnosti a tvori tzv. Lieovu algebru. My zde
ukdzeme jen jejich zakladni vlastnosti. Mé&jme funkce f(q;,p;,t), u(g;,p;,t) a w(g;,pj,t) a
konstanty a a b. Snadno si lze ovérit, ze plati:

[f, f] =0, (1.323)

[f,a] =0, (1.324)

[u,v] = — [u, ], (1.325)

lau + bv, w] = [au, w] + [bu, w], (1.326)
[uv, w] = ulv,w] + v [u, w] (1.327)

Povsimnéme si vztahi (1.323), (1.325) a (1.326). Pfipominaji ndm vlastnosti vektorového
soufini: u X u=0; uxv=—-vxu; (au+0bv) x w=au x w+ bv x w. I vektorovy soucin
totiz vytvari Lieovu algebru. Vztahy (1.324) a (1.327) maji pivod v derivacich obsazenych
v Poissonovych zavorkach.

Z hlediska mechaniky jsou dilezité tyto vztahy: Vzhledem k tomu, Ze vSechna g; a p;
povazujeme za nezavislé, vSechny parcialni derivace néjaké zobecnéné veli¢iny podle jiné zo-
becnéné veli¢iny jsou rovny nule. Parcialni derivace zobecnéné velicny podle téze zobecnéné
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veli¢iny jsou rovny jedné. Matematicky lze toto snadno zapsat pomoci Poissonovych zavorek
nasledujicim zpiisobem:

kde 9,1, je tzv. Kroneckeriv symbol nebo castéji Kroneckerovo delta.@ Z nezavislosti zobecné-
nych veli¢in ¢; a p; dale plati

M
of dq;  Of 5%) of
=S (919 9194\ _ O 1.329
o) =2 (aqk o o o)~ on, (132
of dp;  Of 31’;’) of
1= S (90 _or 1.330
/.7 kz:; (3% Opr  Opr Opy, Jq; ( )

Velmi diilezité jsou Poissonovy zavorky obsahujici Hamiltonovu funkci H, jak jiz bylo ukézano
pii jejich zavedeni, viz vztah (1.321)). Pokud f neni explicitni funkci ¢asu, tzn. 0f /0t = 0,
potom podle (|1.322]) plati:

df .

dt
ProtoZe vSechny zobecnéné proménné ¢; a p; a ¢as ¢ povazujeme za navzajem nezé,visléﬂ do
vztahu (1.331) miZeme za f postupné dosadit vSechny zobecnéné souradnice g; a zobecnéné
hybnosti p;:

= [f, H]. (1.331)

q; = [g;, H], p;j = [p;, H] (J=12....M). (1.332)
Avsak uzitim ((1.325)) a zdménou f za H ve vztazich ((1.329) a (|1.330)) dostavame:
OH OH
¢ H] = 22 v H] = — 22 j=1,2,..., M).

Tyto vysledky nas vedou ke zjisténi, ze vztahy jsou vlastné jinym vyjadienim kano-
nickych rovnic pomoci Poissonovych zavorek.

Pokud je funkce f prvnim integralem pohybovych rovnic, znamena to, ze je konstantni a
jeji totalni derivace podle ¢asu je tudiz rovna nule. Podle ((1.322)) potom plati:

_of
ot

Zjistime-li napiiklad, Ze zobecnéna souradnice g; je cyklickou soufadnici, prislusné zobecnéna
hybnost p; se zachovava, neboli p; = 0. Potom podle (1.333)) plati

[f, H] = (1.333)

Op;

ot

Miizeme tedy Tici, ze vSechny veli¢iny, které jsou prvnim integralem pohybovych rovnic, splnuji
rovnici ([1.333)). O zédkonu zachovéani hybnosti a cyklické soutadnici jsme se zminili v odst.
na str. 411

[pj, H] = —

47Pro Kroneckerovo delta plati:

_ L g=k
6]k_{ 0o 2k (1.328)

48Mame tim na mysli, Ze jsou nezavislé prostiednictvim libovolnych pocate¢nich podminek. Jakmile jsou
pocateéni podminky jednou dany, tyto proménné jiz na sobé zavislé jsou, nebof popisuji konkrétni casovy
vyvoj pohybového stavu mechanické soustavy.
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V ptipadé, Ze prvni integral f navic nezévisi explicitné na ¢ase (0f /0t = 0), potom
[f, H] = 0. (1.334)

Typickym piikladem této situace jsou mechanické soustavy popsané Lagrangeovou funkci L,
ktera neni explicitné zavisla na case. V tom piipadé Hamiltonova funkce H rovnéz explicitné
nezavisi na case, viz ((1.287)) na str. , a odtud dale plyne, zZe i totalni derivace Hamiltonovy
funkce podle ¢asu je nulova, jak vidime ve vztahu na téze strané. Polozime-li tedy

f=H v (1.334]), potom dostaneme vysledek
[H,H] =0,

ktery zname z vyc¢tu zakladnich vlastnosti, viz ((1.323]).

V tomto textu jsme zafadili zminku o Poissonovych zavorkach pouze pro seznédmeni se
se zakladnimi vlastnostmi tohoto formalismu, aniz bychom vyhody jeho pouziti ukazali na
prikladu. Postaci, kdyz shrneme piinos Poissonovych zavorek slovneé:

Jak muzeme vytusit z predchoziho textu, stézejni vyhodou Poissonovych zavorek je jista
yalgebraizace“ tloh mechaniky, které jinak povétsinou resime vyhradné metodami matema-
tické analyzy. Proto zapojeni Poissonovych zavorek se stava velmi uc¢innym zejména tehdy,
pokud vyuzivame vypocetni techniku a zaroven cisté analytické metody jsou jiz prilis kompli-
kované.

Dalsim nespornym pfinosem Poissonovych zavorek je fakt, ze podnétné pripominaji komu-
tacni relace pouzivané v kvantové mechanice. Pfedstavuji tak jednu z pfedloh poskytovanych
klasickou mechanikou, ze kterych se mohli inspirovat tviirci kvantové teorie.

1.11.6 Konfiguracni a fazovy prostor

Jak jsme vysvétlili v pfedchozich odstavcich, pfi studiu pohybu mechanickych soustav hledame
feSeni pohybovych rovnic nejriiznéjsimi postupy, jez nam poskytuje matematicka analyza nebo
nekdy téz i algebra, pricemz vyuzivame nékterych obecnych fyzikalnich principt, napt. zakoni
zachovani ¢i hledani minima néjakého funkcionalu. Ukazeme, Ze je uzitecné se zabyvat vyvo-
jem pohybového stavu mechanické soustavy i s vyuzitim nékterych geometrickych vlastnosti
urcitych trajektorii, které tyto soustavy charakterizuji.

Konfiguracéni prostor

Vratme se jesté jednou k pojmu trajektorie ¢astice, kterou jsme popsali v odst. na str. [17}
Ta je urcena kiivkou tvofenou mnozinou bodt, jejichz polohové vektory maji slozky rovny kar-
tézskym souradnicim dané castice. Trajektorii n-té castice tedy udéavaji parametrické rovnice

(1.28) na str.
Tgn—2 = Tgn—2(t), Tgn—1 = Tn_1(t), Ty = Tan(t).

Tuto konstrukci vsak miizeme zobecnit na celou mechanickou soustavu tvorenou N c¢asticemi
nasledujicim zpiisobem: V 3N-rozmérném prostoru definujeme ortogonalni souradny systém
sestavajici z 3N (navzajem kolmych) os x1, To, T3, ..., T3n—2, T3n—1, T3ny - - - s L3IN-2, TIN—1, L3N -
Pohybovy stav mechanické soustavy je v daném okamziku urcen konkrétnimi hodnotami
vsech kartézskych soutadnic x;, které jsou v 3N-rozmérném prostoru reprezentovany bodem
(71,79, ..., z3x5). Casovy vyvoj pohybového stavu je popsan tim, jak se jednotlivé kartézské
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soufadnice méni. Bod v 3N-rozmérném prostoru se v dusledku toho premistuje po urcité
kiivce, ktera je urcena nasledujici soustavou 3N parametrickych rovnic:

T :l’l(t), T9 :[EQ(t), T3 :[Eg(t), ey T3N :[L'gN(t).

V minulych odstavcich jsme zdtvodnili, Ze pro popis vyvoje pohybového stavu je vhodné
zavést M nezavislych zobecnénych soufadnic ¢;, pokud na ¢astice mechanické soustavy pisobi
holonomni vazby, které snizi celkovy pocet supnti volnosti mechanické soustavy na M. Geo-
metricky tedy muzeme casovy vyvoj pohybového stavu takové mechanické soustavy obdobné
vyjadrit kiivkou v M-rozmérném prostoru zavedenim ortogonalniho souradného systému se-

stavajicho z M (navzajem kolmych) os q1,qo, ..., qu. Okamzity pohybovy stav potom udava
bod (¢1,¢2, - - -, qm) = (¢;), jehoz poloha v M-rozmérném prostoru je uréena konkrétnimi hod-

notami zobecnénych soutradnic. V Case se tento bod (¢;) pfemistuje po kiivce zfejmé definované
opét parametricky pomoci soustavy M rovnic

@ = q(1), ¢ = qa(1), ceey av = qu(t). (1.335)

Takovy M-rozmérny prostor s definovanym soufadnym systémem tvofenym M osami g; se
nazyva konfiguracni prostor. Kfivka, po které se bod (g;) pfemistuje, se nazyva konfiguracni
trajektorie.

Fazovy prostor

Zavedenim Hamiltonovy funkce H definované vztahem (1.281]) jsme nalezli kanonické rov-
nice (1.286), které predstavuji alternativni popis vyvoje pohybového stavu mechanické sou-
stavy k pohybovym rovnicim reprezentovanymi Eulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi
na str. Jak vime, tento pristup vede k soustavé 2M diferencialnich rovnic prvniho fadu,
jejiz feSenim je 2M funkei ¢;(t) a p;(t), kde j = 1,2,..., M. MiZzeme tedy v 2M roz-
mérném prostoru zavést ortogonalni soufadny systém stestévajici z (navzajem kolmych) os
@, Q25 - Q0 D1 D25 - - Py- Bod (g1, 42, - qars p1. D2y - - pu) = (gj,p;) Vv tomto prostoru
udava okamzité hodnoty vSech zobecnénych soufadnic g; a vsech zobecnénych hybnosti p;.
Jak se pohybovy stav mechanické soustavy v ¢ase vyviji, tento bod se pfemistuje po jisté
kiivce. Prostoru o rozméru 2M s definovanym ortogonalnim soufadnym systémem fikame
fazovy prostor a kiivka, po které se premistuje bod (g;, p;), se nazyva fazovd trajektorie.
Abychom mohli nazorné ukazat zakladni vlastnosti fazové trajektorie, budeme se nyni
zabyvat pouze takovymi mechanickymi soustavami, které maji jeden stupen volnosti@ (M =
1). Fazovy prostor je tedy dvourozmérny a definujeme v ném ortogonalni souradny systém
sestavajici ze dvou (navzajem kolmych) os ¢ a p. PopiSeme vztah mezi pohybovym stavem
mechanické soustavy v daném okamziku a pohybovym stavem v libovolném nésledujicim case.

Infinitezimalni kanonicka transformace

Nejprve se budeme zabyvat tim, jak spolu souvisi stav mechanické soustavy v cCase t, ktery je
uréen zobecnénou soufadnici ¢(t) a zobecnénou hybnosti p(t), a stav této mechanické soustavy
o nekone¢né maly ¢asovy interval ot pozdéji, kdy

q(t + ot) = q(t) + 0q, p(t + ot) = p(t) + op. (1.336)

497 4véry, ke kterym piijdeme v dalsim textu, lze samoziejmé zobecnit i pro mechanické soustavy s libovolnym
po¢tem stupiitt volnosti. Vice 1ze najit napf. v knize M. Brdicka, A. Hladik: Teoretickd mechanika. Academia,
Praha 1987, kap. 3, odst. 3.11.3.-4. nebo L. D. Landau, E. M. Lifshitz: Mechanics. Course of Theoretical
Physics. Elsevier 2010, §45—46.
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Zkoumejme, zda piechod od dvojice proménych ¢(t) a p(t) k dvojici ¢(t + 0t) a p(t + ot) je
kanonickou transformaci. Témito transformacemi jsme se zabyvali v odst. [[.11.3] na str. [I08]
Tehdy jsme dosli k zévéru, zZe mé-1i byt pfechod od ,starych® proménnych ¢; a p; k ,,novym®
proménnym Q. a P kanonickou transformaci, musi platit podminka . Nyni jsou ,staré“
proménné ¢(t) a p(t) a ,nové* proménné q(t+ 6t) a p(t+ ot) a podminka tedy ma tvar

p(t) dq(t) — p(t + ot) dq(t + ot) = dF
neboli, uzitim druhého vztahu (1.336)),
p(t)dg(t) — [p(t) + op] dg(t + dt) = dF. (1.337)

Pouziti dvou typt oznaceni infinitezimalnich veli¢in ,0“ a ,,d“ zde ma dilezity vyznam, ktery
vysvétlime: Symbol 0 byl uzit ve vztazich . Znamena to, ze mechanicka soustava
prejde ze stavu [q(t), p(t)] do stavu [q(t+0dt), p(t+dt)] podle pohybové rovnice, kterou sestavime
napi. pomoci Eulerovy-Lagrangeovy rovnice nebo kanonickych rovnic . Tento
prechod probihé ,,podél“ fazové trajektorie s.

Predstavme si vsak, Ze se vlivem trochu jinych pocatecnich podminek mechanické soustava
nachézi ve stejném cCase t v trochu jiném stavu [¢(t) 4+ dq(t), p(t) + dp(t)], ,na“ trochu jiné
fazové trajektorii s’. Pohybové rovnice potom urci, Ze béhem stejného casového intervalu dt
mechanicka soustava prejde do stavu [q(t + 0t) +dg(t +6t), p(t+6t) +dp(t + 6t)]. Piiklad obou
fazovych trajektorii spolu s popsanymi veli¢inami jsou ukdzany na obr. [1.39]

A t+0t P .
p(t+6t)+dp(t +6t) F———— 2 tazova trajektorie s’
dp(t+dt)
p(t)+dp(t){-—————-—2
p(t+0t) =57
5PI | fazova trajektorie s
Pty | :
1 dq(t) | ! !
SR BN |
= i ' I >q
qt) 1 q(t46t) |
q(t)+dq(t) q(t+dt)+dq(t+6t)

Obréazek 1.39: V ¢ase t je pohybovy stav uréen dvojici proménnych [¢(t), p(t)] (¢erny krouzek).
Béhem infinitezimalniho ¢asového intervalu 6t piejde do stavu [q(t+ dt), p(t + 0t)] (¢erny bod)
,podél* fazové trajektorie s (Cernd kiivka). Kdyby se v ¢ase t soustava nachézela v trochu
jiném stavu [q(t) + dq(t), p(t) + dp(t)] (¢erveny krouzek), potom by pfesla béhem stejného
¢asového intervalu ot do stavu [q(t + 0t) 4+ dq(t + 0t), p(t + ot) + dp(t + 6t)] (Cerveny bod)
»podél* trochu jiné fazové trajektorie s (Cervend kiivka). Stavy, které nastavaji ve stejnych
casech t, resp. t + d0t, jsou spojeny prazdnym, resp. plnym, Sedym ovalem.

Jinymi slovy Fec¢eno: veli¢iny 0t, dq a dp jsou infiniteziméalnimi veli¢inami, které povazujeme
za dané, zatimo veli¢iny dq(t) a dg(t + 0t) jsou libovolné infinitezimalni zmény vstupujici do

podminky kanoni¢nosti ((1.337)).
Diferencovanim prvniho ze vztahi ((1.336)) dostavame

dq(t + d6t) = dq(t) + d(dq).
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Tento diferencial spolu s druhym vztahem ((1.336]) dosadime do podminky kanoni¢nosti ((1.337)):
p(t)dq(t) — [p(t) + opl[dg(t) + d(dq)] = dF. (1.338)

Po roznasobeni zavorek a vynechéni dpd(dq) jako infinitezimélni veli¢iny vyssiho fadu dosta-
vame

—dpdg — pd(dq) = dF, (1.339)

pri¢emz jiz explicitné nepiSeme, ze velicny p a dq jsou funkcemi Casu t. Protoze dale plati, ze
d(pdg) = dpdg+pd(dq) =  pd(dq) =d(pdq) — dqdp,
podminka nabyva tvaru
—dpdq —d(pdq) + dgdp = dF.

Diferencial zavorky miizeme pfevést na druhou stranu a zahrnout do diferencidlu dF'. Potom
dostavame
— dpdg + 0qgdp = d(F + pdq) = dPdt. (1.340)

Zde jsme zavedli novou funkei @, jejiz difernecial vynasobeny 6t je roven d(F + pdq). To, zZe
jsme d® definovali zrovna timto zpiisobem, vyuzijeme v dalsim kroku: Vydélime-li totiz nyni
obé strany rovnice ([1.340]) infinitezimalnim ¢asovym intervalem dt¢, dostavame

—pdqg+ ¢dp = do, (1.341)

nebot v nasem oznaceni infinitezimélnich veli¢in plati: d¢/0t = ¢ a op/ot = p. Pokud leva
strana mé byt rovna totalnimu diferencidlu funkce ®, pro parcialni derivace této funkce
to znamena, ze

0P _ od .

a7 "
Oznacime-li & = H, posledni dvé rovnice jsou ziejmé nam jiz znamymi kanonickymi rovnicemi
pro M = 1. Funkce ® (nebo H) majici vlastnost tedy existuje a tudiz dvo-
jice [q(t),p(t)] a [q(t + ot), p(t + 0t)] jsou vskutku svazany kanonickou transformaci. Protoze
jde o veli¢iny, jejichz hodnoty byly zjistény v nekonec¢né blizkych casech, takové kanonické
transformaci fikame infinitezimdlni kanonickd transformace.

Na zakladé téchto zjisténi mizeme na pohyb mechanické soustavy nahlizet téz nasledujicim
zpusobem: Prechod jejiho pohybového stavu v ¢ase t do stavu v Case t + dt je popsan infinite-
zimalni kanonickou transformaci. Lze vSak ukéazat, Ze transformace proménnych vzniklych ze
dvou po sobé jdoucich kanonickych transformaci opét predstavuje kanonickou transformaci.
Proto c¢asovy vyvoj pohybového stavu béhem libovolného kone¢ného casového intervalu At
muzeme popsat jako postupnou sekvenci infinitezimalnich kanonickych transformaci, pricemz
prechod od pocatecniho stavu [¢(t), p(t)] do koncového stavu [q(t + At), p(t + At)] je rovnéz
kanonickou transformaci.

Toto samoziejmé plati i pro prechod od pocatecniho stavu mechanické soustavy urc¢eného
v Case t = 0 stavem (qo,po), kde g0 = ¢q(0) a py = p(0), k libovolnému pozdéjsimu stavu
[q(t),p(t)] v case t > 0. Tento zavér mizeme uzitim matematického zapisu struéné vyjadrit
takto: Prechod popsany transformac¢nimi rovnicemi

(1.342)

q= Q(Q(bpo), b= p(QOaPO) (1-343)

je kanonickou transformaci.
Tento zaveér méa vsak dilezity disledek, kterému se nyni chceme vénovat v dalsim textu.
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Zachovani plosného elementu fazového prostoru

Je-li transforamce (|1.343)) kanonicka, podle (1.305)) musi platit:
podgo — pdqg = dF. (1.344)

Je zde vhodné upozornit na to, zZe na rozdil od podminka (|1.344)) jiz nepopisuje pouhou
infinitezimalni kanonickou transformaci, nybrz kanonickou transformaci z pocatec¢niho stavu
(qo, po) do libovolného budouciho stavu [¢(t), p(t)].

Po dosazeni diferencialu

dq dq
dg = =—dgy + =—d
q 940 do B Po
prvni transformacni rovnice ([1.343)) do podminky (|1.344)) dostavame
dq dq
podgo —p (—dQO + —dpo) = dF,
dqo Ipo
odkud upravou
dq dq
— p— | dgo — p=—dpo = dF. 1.345
(po p 86]0) do — P Er Do ( )
Protoze leva strana této rovnice je rovna totalnimu diferencidlu funkce F', musi platit nam
znamé vztahy
oF dq ) oF 0q
940 < ’ dqo Ipo Ipo ( )

V kazdém bodé defini¢niho oboru funkce F', ve kterém je tato funkce diferencovatelna, musi
dale platit rovnost smisenych parcidlnich derivaci

ENUSEENES

Ipo \ 990 dq0 \Opo /)’

viz vztah (3.13) na str. v Dodatku A. Budeme-li tedy prvni rovnici (|1.346|) parcialné
derivovat podle py a druhou rovnici ([1.346]) parcialné derivovat podle qq, oba vysledky se musi

rovnat:
Opy  Oq Op 0 (@)_ dq Op 0 (@)

- - = — —_—— 1.347
dqo Ipo ( )

dpo 0qo Opo pa_po Opo Oqo pa_%

Protoze i funkci ¢(qo, po) povazujeme za diferencovatelnou, plati zdménnost jejich smiSenych

parcialnich derivaci
9 (@) _ 9 (@)
Ipo \ 990 dqo \Opo)

A déle samoziejmé plati: Opy/Idpy = 1. Rovnici (1.347)) tak nalézame ve tvaru

dqo Opo Opo Oqo B

Leva strana posledni rovnice ndm pripomind determinant matice 2 x 2, ktery nazveme J.
S jeho vyuzitim potom mtzeme tuto rovnici pfepsat na tvar

dq  9q

Oa Opy | _ g Op  0g Op _,
@ @ 9q0 Opo  Opo Dqo

dq0  Opo

<
Il

(1.348)
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Tento vysledek je velmi zajimavy. Determinant J se nazyva Jacobiho determinant (jacobian)
transformace ({1.343)) a udava vztah mezi plosnymi elementy fazového prostoru dgg dpy a dg dp:

dgodpy <«— Jdgdp =dgdp, (1.349)

jak zndme napf. z matematiky pfi transformaci soutadnic v ptipadé vypoctid plosnych in-
tegréh‘iﬂ Protoze je Jacobiho matice za vSech okolnosti rovna 1, plo$né elementy fazového
prostoru dgy dpy a dgdp jsou vzdy shodné. Rikdme, Ze se plosny element fazového prostor
zachovava.

Toto tvrzeni zaslouzi Sirsi komentai: Podobné, jako v predchozich vypoctech tykajicich
se infinitezimalni kanonické transformace, pocateéni podminky ¢y a py v Case t = 0 spolu
s pohybovymi rovnicemi stanovi, Ze se bude ¢asovy vyvoj pohybového stavu ,premistovat*
podél dané fazové trajetorie s. Avsak pocatecni podminky gy + dqg a po + dgo mohou zpiisobit,
7e pohybové stavy budou odpovidat trochu jiné fazové trajektorii s’. Zaméfime-li se potom
na néjaky konkrétni casovy okamzik ¢t > 0, infinitezimalni zmény dq a dp vyjadiuji, jak
se v daném okamziku lisi ¢ a p, ,jde-li soustava podél fazové trajektorie s nebo podél s'.
Vzhledem k tomu, Ze neustale plati dgdp = dgydpg, sousedici fazové trajektorie s a s’ se
nemohou c¢asem libovolné ,rozbéhnout*. Bude-li se ,vice” lisit pohybovy stav mechanické
soustavy v zobecnéné soutradnici ¢, musi se ,méné“ lisit v zobecnéné hybnosti p a naopak.

1.11.7 Harmonicky oscilator (potieti)

Zadani této ulohy je stale stejné jako v tloze [I.8.1] na str. [46] Mozné postupy FeSeni jsme
dale rozsitili v navazujici tloze [1.11.4] na str. [110l Zde jsme zavedli oznaceni pro zobecnénou
soufadnici ¢ a nalezli prislusnou zobecnénou hybnost

p = mgq, (1.350)
viz (|1.308)). Pohybova rovnice nam vysla ve tvaru (1.312)), tj.
k
mg = —kq = G+ —q=0. (1.351)
m

Jak jsme vice zpusoby ukazali, jejim Ffesenim je funkce ((1.319)), kterou zde pro pirehlednost
znovu uvadime:

q(t) = Asin(Qt + ¢), kde Q= % (1.352)

50Jako jeden z ptikladi, které zndme ze zédkladniho kurzu matematiky, mfizeme uvést piechod od kartézskych
soufadnic z, y k polarnim soufadnicim r, ¢. Transformac¢nimi rovnicemi v tomto pfipadé jsou

(r, @) = rcos ¢, y(r,¢) = rsing

a Jacobiho determinant pak vyjde nésledovné:

Ox Ox '
or 0o cos¢p —rsing
J = " ¢ = :r(c052¢+sin2¢) =r.
@ @ sing rcos¢
or 0¢

Tim ziskdvame znamy vztah mezi elementarnimi plochami

dedy <+—  rdrde.

51V piipadé obecnych mechanickych systém®@ s M stupni volnosti pouzivime termin objemovy element
fazového prostoru.
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Toto feSeni obsahuje dvojici integra¢nich konstant A a ¢ a urci se z poc¢atecnich podminek

q(0) = q, p(0) = po, (1.353)

jak jsme jiz ukazali v tloze [I.8.1]

e Reseni pohybové rovnice

7 divodu dalsich vypoc¢t nyni vyjadiime feseni diferencidlni rovnice (|1.351)) v jiném tvaru
nez (|1.352)):
q(t) = asin(Qt) + bcos(Qt). (1.354)

vvvvvv

o tom, Ze ({1.354)) je opravdu fesenim pohybové rovnice ([1.351]) a zavedenim vztahti a = A cos ¢
a b= Asin ¢ prejde funkce ((1.354) na tvar ((1.352]).
Casovy vyvoj zobecnéné hybnosti p pak uréime dosazenim casové derivace ((1.354) do

vztahu ((1.350)):
p = mq = mQacos(2) — mQbsin(Q). (1.355)

Jako vzdy, i nyni integracni konstanty a a b ur¢ime z pocatecnich podminek ({1.353)):

q(0) = b = qo, p(0) = mQa = py,
odkud
b= qo a = Lo
’ m’

Casovy vyvoj zobecnéné souradnice q(t) a zobecnéné hybnosti p(t) tedy popisuji nasledujici
dvé funkce:

q(t) = % sin(§2t) + go cos(2t), p(t) = po cos(Qt) — mQqo sin(Qt). (1.356)

e Rovnice fazové trajektorie

Rovnici fazové trajektorie p(q) dostaneme eliminaci ¢asu ze vztahu (1.356)). Nejprve ¢(t) vy-
nasobime vyrazem mf) a dale se¢teme kvadraty obou vztahd. Uzitim drobnych tprav pak
dostavame

(mQq)* + p* = [posin(Qt) + mQqo cos(Q)] + [po cos(QAt) — mQqo sin(Qt)]* = p2 + (MQgp)?,

odkud

p(q) = i\/ P8+ (mQago)? — (mSq)*.

Po blizsim prozkoumani grafu této funkce dojdeme k zavéru, ze fazovou trajektorii je elipsa,
jejiz osy jsou rovnobézné s osami q a p, viz obr. [1.40L

e Vztah mezi plosnymi elementy fazového prostoru

Jak jsme uvedli, vztah (|1.349) udava prevod mezi plosnymi elementy fazového prostoru s pou-
zitim Jacobiho determinantu (|1.348]). Ten ziskdme dosazenim za pfislusné parcidlni derivace
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p
tazova trajektorie p(q) 4 t=0
>0 L N
B — p(t) ] N
Q(j{) @ S q

Obrazek 1.40: Fazova trajektorie p(q) harmonického oscilatoru ve tvaru elipsy s osami rovno-
béZnymi s osami ¢ a p. V ¢ase t = 0 je pohybovy stav uréen poc¢ateénimi podminkami (qgo, po)
(Cerny krouzek), v ¢ase t > 0 okamzitymi hodnotami [¢(t), p(t)] (¢erny bod).

funkei (1.356)):
99 9q

1
cos({2t — sin(§2¢
J= (90(]0 38]90 = (62) m§} (6] = cos?(Qt) +sin*() =1.  (1.357)
A —mQsin(Qt)  cos(Qt)
dq0  Ipo

Tento vysledek je v souladu s nasim predchozim zjisténim, ze plosny element fazového prostoru
dgodpg v Case t = 0 je roven plosnému elementu dqdp v kterémkoli nasledujicim okamziku

t > 0, viz obr. [1.41]

dg,dp,

Obrazek 1.41: Fazova trajektorie s vznikla po¢ateénimi podminkami (qo, po) (Cerny krouzek),
fazova trajektorie s’ je dusledkem trochu jinych pocatec¢nich podminek (go + dgo, po + dpo)
(Cerveny krouzek). V ¢ase t > 0 jsou ukazany pohybové stavy na obou fazovych trajektoriich
(¢erny a Cerveny bod). Plochy obdélnikiu dgg dpy a dg dp (zelené vysrafovanych) jsou si rovny,
protoze Jacobiho determinant pfechodu od (qo,po) k (g, p) je roven 1, viz .
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1.11.8 Retéz sklouzavajici pfes okraj stolu

Dokonale ohebny nepruzny homogenni fetéz o délce [ a (konstantni) délkové hustoté T spociva
na dokonale hladkém vodorovném stole, viz obr. [[.42] vlevo. Nékdo Fetéz posunul tak, Ze jeho
cast visela pres okraj, takze fetéz zacal vlivem tihové sily charakterizované gravitacnim zrych-
lenim g s nenulovou pocatecni rychlosti sklouzavat pres okraj stolu podle obr. vpravo.
Popiste pohyb fetézu.

Obrazek 1.42: Vlevo: homogenni fetéz spociva na dokonale hladkém stole. Vpravo: Vlivem
tithové sily fetéz sklouzava pres okraj stolu.

e Pocet stupnua volnosti, Lagrangeova rovnice, pohybova rovnice

Tato soustava ma ziejmé jeden stupen volnosti (M = 1), zobecnénou soutfadnici ozna¢ime
délku ¢ casti fetézu visici pres okraj stolu. Kinetické energie je

172
T = 37lq",

nebot kazda ¢ast fetézu se v daném okamziku pohybuje se stejnou rychlosti ¢. Potencidlni

Vv

q
V= —1495 = —3799",

pokud ztotoznime nulovou hladinu potencialni energie s horni plochou desky stolu. Lagrange-

ovu funkei (1.95) na str. 40| potom ziskavame ve tvaru
L=T-V =1i7l§" + irgs’. (1.358)

Pohybovou rovnici sestavime pomoci Eulerovych-Lagrangeovych rovnic ((1.96]):

d [OL oL .
pr (8_(1) = 8_q = 7l§d=Tgq. (1.359)

Po drobné tpravé ji pak dostavame v podobé diferencialni rovnice

i— %q — 0. (1.360)
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e Reseni pohybové rovnice
Vzhledem k tomu, Ze je druhy ¢len na levé strané diferencidlni rovnice zaporny, zpétnym

dosazenim se lze presvédcit o tom, ze jejim fesenim je funkce

q(t) = ae™ +be ™, kde k= 7 (1.361)

Zde se objevuji dvé integracni konstanty a a b, které urc¢ime z pocatecnich podminek, kterym
se budeme vénovat vzapéti. Nejprve vsak vyjadiime zobecnénou rychlost

§(t) = kae™ — kbe ™. (1.362)

Pocatec¢ni podminky nastavime opét zcela obecné: V case t = 0 visi pres okraj stolu cast retézu
o délce qy a fetéz ma pocatecni rychlost vy, tedy:

q(0) = qo, q(0) = .

Dosazenim téchto poc¢atecnich podminek do funkénich predpisii zobecnéné souradnice
a zobecnéné rychlosti dostavame soustavu dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych a
ab

a+b=qo, k(a —b) = vy, (1.363)

Vo Vo
o=t(oe ) b=t )

K

jejiz feSenim jsou

Zavislost zobecnéné soutradnice ¢ na case t tedy udava funkce
v v
qt) = 3 (C_IO + —0> e+ <QO - —0> e ™ (1.364)
K K
a Casova zavislost zobecnéné rychlosti ¢ dale funkce
q(t) = 3 (kgo + vo) € — 3 (kg — vo) €. (1.365)

Funkéni piedpis funkce ¢(t) jests zasluhuje nasledujici komentaf: Z povahy tlohy plyne,
ze vzdy musi platit ¢ > 0, nebot zdporna zobecnéna soufadnice g znamena, Ze cely fetéz spociva
na horni desce stolu. V takovém pripadé jiz zadna jeho ¢ast nevisi ze stolu a tihova sila tudiz
nemitize fetéz urychlovat, popf. zpomalovat. To znamena, ze by pohybova rovnice jiz
neplatila (za neexistujici tieci sily by $lo rovnomérny pohyb po vodorovné desce stolu). Aby
tento pripad nenastal, pocatecni podminky musi mit nasledujici omezeni. Prvni je ziejmé:

qo = 0. (1.366)

Druhé ziskdme touto tivahou: Funkce e** monoténné roste na rozdil od e™"!, ktera se blizi nule,
kdyz t — oo. Proto, aby vzdy platilo ¢ > 0, omezeni pro pocatecni rychlost spoc¢iva v tom, ze
zdvorka u e "' nesmi byt zdpornd, neboli

Vo > —K(o- (1.367)

Hrani¢ni piipad, kdy vy = —kqo, odpovida situaci, kdy mé fetéz takovou pocatecéni (zapornou)
rychlost, ze se visici ¢ast postupné zmensuje tak, ze v case t — oo nehybné lezi cely na desce
stolu, pricemz jeho levy konec pravé splyva s okrajem desky, jak je znazornéno na obr. [1.42
vlevo.
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0’0 T T T T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

t(s) t(s)

Obréazek 1.43: Vlevo: Zavislost zobecnéné soufadnice na ¢ase ¢(t) podle . Vpravo: Zavis-
lost zobecnéné rzchlosti na ¢ase ¢(t) podle . Byly zad4ny nasledujici hodnoty: x = 1s7!;
go = 1cm; vy = —0,8 cm/s. Pocatecni rychlost vy je zdpornd, fetéz se tedy na pocatku pohy-
buje tak, ze se jeho visici ¢ast zkracuje. Zaroven vsak plati podminka . Vlivem tihové
sily se v ¢ase zhruba 1,1 s tento pohyb ,vzhiiru® zastavi a fetéz zacne sklouzavat dolt1, pricemz
se jiz neustale urychluje.

Priklady graf obou funkei (|1.364) a ((1.365]) jsou ukazany na obr. Tim bychom mohli
ulohu povazovat za vyresenou, avsak budeme jesté diskutovat dalsi vlastnosti pohybu, jak
jsme je postupné rozvadeéli v predchozim textu.

e Zakon zachovani

Lagrangeova funkce (1.358)) explicitné nezavisi na Case, proto integral energie (|1.107))

oL . . . 1 .
h = 8_ch — L=r1l¢> - 3rl§" — §qu2 =17¢* - 19" =T+V =FE (1.368)
je konstantni a je zaroven roven mechanické energii E. Rovnice ((1.368]) je tedy téz prvnim
integralem pohybové rovnice (|1.360)) a dosazenim se lze pfesvédcit o tom, ze funkce (1.364) je

jejim FeSenim. Zjistili bychom pii tom, Ze F = 17lvi — 37943

e Hamiltonova funkce, kanonické rovnice

Pohybové rovnice bychom mohli sestavit i pomoci kanonickych rovnic ([1.286)) na str. .
Nejprve uré¢ime zobecnénou hybnost podle (1.280]) na str. [106;

oL
= — =7l 1.369
P= e =Tl (1.369)
odkud dostavame vyjadieni zobecnéné rychlosti ¢ pomoci zobecnéné hybnosti p
. p
= —. 1.370
Q= (1.370)

Toto vyjadfeni dosadime do integrélu energie (1.368)) a tim pfechdzime od proménnych (g, q)
k proménnym (q,p) a zaroven od integralu energie h k Hamiltonové funkci H podle ([1.281])



1.11. KANONICKE ROVNICE 127

na str. [LOOk )

p
=97 1rgq®. (1.371)

Kanonické rovnice (|1.286[) potom dostavame ve tvaru

. OH . oH
jg=22_2 p=—", =TI (1.372)

op 7l
Rovnice vlevo je opét defini¢ni a jiz jsme ji nalezli diive, viz ((1.370]). Dosadime-li za p z defini¢ni
rovnice vlevo do rovnice s fyzikalnim obsahem vpravo, dostavame pohybovou rovnici

éj:gq
l)

kterou uz mame sestavenou, viz ((1.360)).

¢ ResSeni pomoci kanonické transformace

Mohli bychom také opét ,uhodnout® néjakou kanonickou transformaci takovou, Ze povede
k diferencidlnim rovnicim v podstatné jednodussim tvaru nez ptvodni rovnice , jako
jsme to ucinili v tloze na str. [[11] Zkusime takovy pfechod od ,starych® proménnjch ¢
a p k ,novym“ proménnym ) a P, kdy ze ,staré“ Hamiltonovy funkce H vyjadfenou vztahem

(1.371) bude ,nova“ Hamiltonova funkce ve tvaru

H = \/% P, (1.373)

pricemz podle (|1.304) na str. m predpokladame H' = H. Inverzni transformacni rovnice
(1.290) mezi ,starymi“ a ,novymi“ proménnymi pak budou nasledujici:

q= <%)A11 \/gsinh Q, p= (%)i V271P cosh Q. (1.374)

S hyperbolickymi funkcemi jsme se jiz setkali v tlloze [1.10.2], kdyz jsme hledali tvar fetézovky.
Uvedli jsme, zZe plai
cosh? Q —sinh®*Q = 1, (1.375)

viz (|1.270]) na str. . S vyuzitim tohoto vztahu pak lze ukéazat, ze dosazenim transformacnich
rovnic (|1.374) do ,staré“ Hamiltonovy funkce (|1.371)) vskutku dostavame ,novou* Hamilto-
novu funkci ((1.373)).

Jak vime, testem toho, zda je pfechod od ,starych® proménnych k ,novym® proménnym
kanonickou transformaci, je platnost podminky (/1.305)), neboli

pdg — PdQ = dF. (1.376)

Pfipominame, ze funkce F' je funkci ,staré* proménné ¢ a ,nové“ proménné (. Diferencial dg
dostaneme diferencovanim prvni inverzni transformacni rovnice ((1.374]):

dg = (%)‘1‘ ’/271913 sinh Q dP + (%) \/%costhQ.

=
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Tento diferencial dale dosadime spolu s druhou inverzni transformac¢ni rovnici (1.374) do pod-
minky ([1.376)) a dostavame

(%)i V27IP cosh O [(%) Ny 27;3 sinh Q dP + (%)i \/%coshcg a0

Drobné tpravy nas nakonec pfivedou k nasledujicimu tvaru podminky (|1.376]):

— PdQ = dF.

sinh @ cosh@dP + P (2cosh’ @ — 1) dQ = dF,

kterd zaroven ké totof?]
F F
gP =sinh Q) cosh(Q = sinh(ZQ), g_Q

Po integraci a dosazeni za P z prvni inverzni transformacni rovnice (1.374) dostavame funkci
F' v tomto tvaru:

= P (2cosh®Q — 1) = P cosh(2Q).

gl sinh(2Q) ,

2sinh? Q

Podminka ([1.376)) je tedy splnéna, coz znamend, ze prechod od ,starych“ proménnych ¢ a
p k ,novym® proménnym () a P popsany inverznimi transformac¢nimi rovnicemi ((1.374]) je
vskutku kanonickou transformaci.

, T
F = 1Psinh(2Q) =

e Reseni ,,novych* kanonickych rovnic
»,Nové“ kanonické rovnice uréime na zékladé ,nové“ Hamiltonovy funkce H' urcéené vztahem

(11.373)):
- OH" g _ . OH
Q‘ap‘\ﬁ:“’ P——aQ—O. (1.377)

Jejich TeSeni nalezneme velmi snadno prostou integraci:

Q= kt+mn, P = konst., (1.378)

Clo

kde 7 je integrac¢ni konstanta. Druhy z vysledkid (1.378|) ve své podstaté rika, ze P je dru-
hou z integracnich konstant. Prvni z vysledki (1.378)) potom dosadime do prvni z inverznich
transformacnich rovnic (1.374]):

: 1
g\ 2D . g\1 [2P . o
q(t) = (7> ”E sinh(kt +n) = (7> E [e tn _ o t+n)} _

2P
— (%) = (e — e7e™™) = ae™ + be ™, (1.379)
g

52Potiebné mezivipodty jsou nasledujici:
sinh @ cosh @Q = % (eQ — e_Q) % (eQ + e_Q) = % (eZQ — e_QQ) = %sinh(?Q)
a dale
2cosh® @ — 1 =21 (9 + efQ)2 —1=1(*?+2+e7%) —1=1(c?? +e72?) = cosh(2Q).

Vidime, ze vztahy mezi hyperbolickymi funkcemi jsou velmi podobné vztahiim mezi goniometrickymi funkcemi.
Proto se funkce ,sinh“ nazyva sinus hyperbolicky a funkce ,,cosh® kosinus hyperbolicky.
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kde jsme presli od dvojice integracnich konstant 7 a P k novym dvéma integracnim konstantam
definovanym nasledujicim zpisobem:

1 1
a= (Q) ! Ee", b= (g) ! ge”’.
) Tg ) Tg

Stejny vysledek jsme samoziejmé obdrzeli jiz diive, viz ((1.361]).

¢ Rovnice fazové trajektorie

Jak vime, fazovou trajektorii zobrazujeme ve fazovém prostoru, ve kterém nyni zavadime sou-
fadny systém sestavajici ze dvou os: na osu ¢ vynasime okamzité hodnoty zobecnéné souradnice
a na osu p okamzité hodnoty zobecnéné hybnosti.

Zavislost zobecnéné soufadnice ¢ na case t udava funkce

U, U,
at) =1 (qo + ;‘)) et 4+ 1 (qo _ ;0) et (1.380)

kde konstanty ¢y = q(0) a vy = ¢(0) vyjadiuji poc¢ateéni podminky. Casovy vyvoj zobecnéné
hybnosti ur¢ime pomoci vztahu (|1.369))

p(t) =7lg = TZTH (qO + %) et — TZTK (qo - %) e, (1.381)
kde jsme pouzili ¢asovou derivaci funkce . Avsak pocatecni podminku vy = ¢(0) pro
zobecnénou rychlost musime nahradit pocateéni podminkou pro zobecnénou hybnost, ktera
ma ziejmé tvar:

_ M
o7l

p(0)=7lvo=po = o (1.382)

Omezeni ((1.366)) pro pocatecni polohu ¢, tj.
q > 0, (1.383)

ziistava v platnosti. Druhé omezeni pro pocatecni rychlost vy vyjadiené nerovnosti (1.367)) se
nyni samoziejmé prenasi na pocatecni hybnost:

Vg > —Kqy =  Ppo > —TlKqo. (1.384)

Casové zavislosti (|1.380[) a (]1.381D, ve kterych vystupuje dvojice pocatecnich hodnot ¢ a
Do, jsou potom nésledujici:

1 & Kt . p_O Kt
q(t) = 3 [(qo + m) e + <qo m) e } , (1.385)
p(t) = 3 [(tlrqo + po) € — (7lkgo — po) e ] . (1.386)

Eliminaci ¢asu ¢ ze vztaht ((1.385)) a (1.386])) dostaneme rovnici fazové trajektorie p(q). Nejprve
q(t) vynasobime vyrazem 7lk, odecteme kvadraty obou vztaht:

2_ 2

(Tlkq)"—p® = }L [(Tlli(]o +po) € + (Tlkgy — po) e

}Q—i [(Tl/i(]o + po) €™ — (Tlrqgo — po) e_*'”t]2

a upravime:
(7’l/<aq)2 —p? = (Tlkqo + po) (Tlkqgo — po) = (7’l/€qo)2 — pg.
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Odtud ziskavame rovnici fazové trajektorie:

plq) = i\/pg - (Tlnq0)2 + (Tl/iq)z. (1.387)

Grafem této funkce je hyperbola, jejiz osy soumérnosti jsou rovnobézné s osami ¢ a p. Vyjadreni
pro obé jeji asymptoty dostaneme pomoci limity

g—o0 = plq) = *£7lkg. (1.388)

Vzhledem k omezenim ([1.383)) a ([1.384) mtzeme ocekavat jen takové hyperboly, jejichz body
jsou ,vpravo* od osy p a zaroven ,nad“ asymptotou p(q) — —7lrq. Tato oblast spolu s ukazkou
jedné z fazovych trajektorii je zobrazena na obr.

5
p(t)A
asymptota
p(q) = +7lkg fazova trajektorie p(q)
Po1-
> q
asymptota . ~~oblast moznych fazovych trajektorii
p(q) = —7lkg

Obréazek 1.44: Fazova trajektorie p(q) ve tvaru hyperboly podle . V tomto pripadé bylo
zvoleno p3 < (Tlliqo)Q. V ¢ase t = 0 je pohybovy stav uréen poc¢ateénimi podminkami (qo, po)
(Cerny krouzek), v Case t > 0 okamzitymi hodnotami [¢(t), p(t)] (Cerny bod). Je téZ zelené
vyznacCena oblast moznych fazovych trajektorii ,nad“ asymptotou p(q) — —7lkg.

e Vztah mezi ploSnymi elementy fazového prostoru

Vime, Ze pomér mezi ploSnymi elementy fazového prostoru je vyjadien Jacobiho determinan-
tem (|1.348)). Po vyjadfeni vSech parcialnich derivaci funkei ((1.385)) a (|1.386)) je tento determi-
nant nasledujici:

dq  0Oq

= -2 1 Kt Kt 1 Kt —Kt
7 = dg Opo | | 2 (e +e™) 27K (e =) _
o op 0Op | | 7lk . ke . r N
9 ope | | 2 e (e
= (e e ) — (et — e ) = 1. (1.389)

To, ze je Jacobiho determinant v kazdém okamziku roven 1, znamena, Ze se plosny element
dgdp v kterémkoli néasledujicim okamziku ¢ > 0 zachovava, pficemz je roven plosnému ele-
mentu fazového prostoru dgg dpg v ¢ase t = 0, viz obr. |[1.45]
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A )
p(t)t—————————
|
dg,dp,, s | dgdp = dg,dp,
poyt+dp, s i
Dy -7 T !

i
i t
Ss Qo 390tdgl
N AR I

AN ‘\ ‘\‘ q (t)

Obrazek 1.45: Fazova trajektorie s vznikla po¢ateénimi podminkami (qo, po) (Cerny krouzek),
fazova trajektorie s’ je dusledkem trochu jinych pocatec¢nich podminek (go + dgo, po + dpo)
(Cerveny krouzek). V ¢ase t > 0 jsou ukazany pohybové stavy na obou fazovych trajektori-
ich (Cerny a Cerveny bod). Plochy obdélniki dgodpy a dgdp jsou si rovny, protoze Jacobiho
determinant pfechodu od (qo, po) k (g,p) je roven 1, viz (1.389).

1.12 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

V predchozim vykladu jsme se zabyvali kanonickymi transformacemi a na dvou ptikladech
jsme ukéazali, jak lze zjednodusit feSeni pohybovych rovnic. Pfislusné kanonické transformace
jsme vsak v obou pfipadech jen viceméné nahodné ,vytusili“. Nyni si ukdzeme systematictéjsi
metodu, jak ziskat feseni pohybovych rovnic. Abychom vsSak zachovali charakter tohoto textu,
ktery ma slouzit ¢tenafim pro ziskani predstavy o postupech uzivanych pfi feseni tloh v me-
Chani(%, nebudeme tuto metodu popisovat v celé jeji sifi, ale zaméfime se pouze na jeji pod-
statu.

1.12.1 Nalezeni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

Ptipomenme si veli¢inu zvanou akce, kterou jsme definovali vztahem (|1.242)) na str. , kdyz
jsme se zabyvali Hamiltonovym principem:

t1

to

Tehdy jsme hledali takové funkce g;(t), pro néz ma akce S extremni hodnotu (minimum).
Vsechny uvazované funkce ¢(t) mély ,pevné“ krajni hodnoty q(to) a q(t1) a meze ty a t; jsme
mlcky povazovali za konstanty. Ukazali jsme, ze akce nabyva minima tehdy, kdyz funkce g;()

splnuji Eulerovy-Lagrangeovy rovnice ((1.248]) na str.

d (0L oL
— | — | = — =1,2,...,M). 1.391

53Vice poznatkii o této metodé lze najit nap¥. v nésledujicich knihach: M. Brdicka, A. Hladik: Teoretickd
mechanika. Academia, Praha 1987, kap. 3, odst. 3.12. nebo L. D. Landau, E. M. Lifshitz: Mechanics. Course
of Theoretical Physics. Elsevier 2010, §47.
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Zamérme se nyni na integré][?]
t
to

kde ¢t mize mit libovolnou hodnotu z intervalu (to, t1). Potom akce S, ktera je tomuto integralu
rovna, obecné zavisi na t. Dale pfedpokladejme, Ze, na rozdil od krajnich hodnot ¢; (%), i krajni
hodnoty ¢;(t) mohou mit nezavisle na sobé libovolnou hodnotu. Znamena to tedy, ze akce S
je déle jesté obecné funkei ¢;(t). Mtzeme tedy napsat

Slo0i = | Ll (t):dy(¢);¢) d. (1.303)

Je tfeba zduraznit, ze pti libovolnych hodnotach ¢ a ¢;(¢) uvazujeme jiz jen o takovych funkeich
q;(t"), které jsou feSenim rovnic (1.391)).

Nejprve prozkoumame, jak se akce S zméni, kdyz zménime ¢;(t), avSak Cas ¢ ponechame
konstantni. Budeme postupovat obdobné, jako v odst.[1.9.4] pfi hledani Eulerovych-Lagrangeovych
rovnic z Hamiltonova principu:

t
58:5/ L(qj, ;. ") dt’ _/ 5[/(%:%7 )dt’ = /
to to to j=1
d (0L d [OL oL
— 0q; | = — | =— ) 0q; + =—9¢; =1,2,.... M
dt/ (aq] ) dt/ (aqj) q]+ aq] QJ (j Y Y ) )

pfepiseme integrand v (1.394)) a dostdvame

t M
oL d (0L d (0L
0S8 = E —0q;+ — | =—0¢; | — — dq;| dt' =
to j=1 {aqj b d’ <aq'j qj) dt’ (aqj) qj}

t M
oL d (0L
/ Zdt’( ) o ijl oq; v \ag; )| ™"

Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢;(t’) jsou FeSenim rovnic (1.391)), druhy ¢len tvofeny integralem
je roven nule. Zistava tedy pouze prvni ¢len, ve kterém zaménime poradi sumace a integrace:

;L oL
o [$ ()= $ |  (Sor 3 2

Tento vysledek jsme dostali proto, Ze krajni hodnoty g;(to) stale povazujeme za ,pevné“ a tudiz
dq;(to) = 0. Krajni hodnoty ¢;(t) mizeme naopak libovolné ménit a jejich zmény vyjadiuji
infinitezimalni velic¢iny dg;.

Parcialni derivaci L podle ¢; jsme jiz dfive oznacili jako zobecnénou hybnost p;, viz ((1.280))
na str. Proto dospivame k néasledujicimu vysledku:

M
08 = "p;dg;.
j=1

>4Integra¢ni proménnou nyni ozna¢ime symbolem ¢, aby nedoslo k zaméné s horni mezi integralu.

oL oL ,
(a 5q; + 8%5 >dt (1.394)

Uzitim

t M

to j=1
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Tento vztah predstavuje onen ,nekompletni“ diferencial funkce S, se kterym jsme se setkali
v uvodu odst. na str. [95 Plati tedy

oS
— =pj =1,2,...,M). L.
5.l =12 (1.395)

Zména akce S v daném Case t vyvolana zménou krajni hodnoty ¢;(t) tudiz souvisi se zobec-
nénou hybnosti p;(t).

Nyni se zaméfime na to, s ¢im souvisi zména akce S, kdyz zménime Cas ¢ a ponechame
naopak konstantni vSechna ¢;(t). Nejprve rozepiSeme totalni diferencial akce S s védomim
toho, Ze obecné zavisi na vSech zobecnénych souradnicich ¢; a na case t:

M

as as

ds=>Y" 8—qjdqj + 5t (1.396)
j=1

Tvar totalniho diferencidlu vsak téz piimo vyplyva z ((1.393)):

ds = Ldt. (1.397)

Nahradime-li Lagrangeovu funkci L Hamiltonovou funkci H podle (|1.281]) na str. , vztah
(1.397) muzeme jesté prepsat do tvaru

M M M
ds = (Z pid; — H) dt = pjg;dt — Hdt =Y p;dg; — Hdt. (1.398)
j=1 j=1 Jj=1

Porovndnim obou vyjadieni totalnich diferencidlii (1.396]) a (1.398) dostévame kromé vztahu
(T395) jeste

as
ot
Vidime tedy, ze zména akce S se zménou c¢asu ¢ souvisi s Hamiltonovou funkci H. Tento vysle-

dek je velmi dilezity. Jak vime, Hamiltonova funkce je obecné funkci zobecnénych soutradnic
q;, zobecnénych hybnosti p; a ¢asu t. Nahradime-li v ni zobecnéné hybnosti parcialni derivaci

S podle g;, viz (1.395]), mizeme prepsat rovnici ((1.399)) do tvaru

oS oS
J

~. (1.399)

Rovnice, ke které jsme dospéli, se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Jak jsme jiz pozna-
s postupy vyuzivajicich samotné kanonické transformace. Podnétné pfipomina Schrodinge-
rovu rovnici pouzivanou v kvantové mechanice a fadi se tak spolu s Poissonovymi zavorkami
k nejvyraznéjsim predloham z klasické mechaniky pro hledéani matematické formulace rodici
se kvantové teorie.

Resenimi obecnéjsich tiloh mechaniky pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice se zde nebu-
deme zabyvat. Jeji pouziti pouze ukadzeme v nasledujicim odstavci na jednoduchém prikladu
harmonického oscilatoru.
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1.12.2 Harmonicky oscilator (poétvrté)

Tuto tlohu jsme zacali TeSit v odst. na str. [46, kde je uvedeno i jeji zadani. Poté jsme
v ni pokracovali v odst. [[.11.4] na str. [II0] Zde jsme nalezli Hamiltonovu funkeci harmonického
oscilatoru ve tvaru (1.310)), jenz zde znovu uvadime:

2
H= 2p—m + hg?. (1.401)

e Sestaveni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

Protoze Hamiltonova funkce H nyni nezavisi explicitné na case, pfimo se rovna mechanické
energii F stejné jako integral energie h (viz (1.132)) na str. [49):

2
p
H=o—+ k¢ = E. (1.402)

Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (|1.400)) tedy nachazime ve tvaru
oS
ot

Kromé casu t je akce S dale funkci i zobecnéné souradnice g a podle ((1.395) plati:

—E. (1.403)

oS
— =p. 1.404
9 P (1.404)
Totalni diferencial akce S je tedy nasledujici:
0S aS
dS = —dq + —dt = pdg — Edt. 1.405
9% 5 pdq (1.405)

¢ ReSeni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

Jednoduchy tvar Hamiltonovy-Jacobiho rovnice nam umoziiuje ji piimo integrovat.
Ptitom nezapominame, Ze se na jeji levé strané nachazi parcialni derivace S podle casu ¢.
P1i integraci parcialni derivace se namisto integracni konstanty totiz objevi cela funkce vsech
zbyvajicich proménnych:

S(q,t) = —Et+W(q, E), (1.406)

kde W je ona zminéna funkce@ Na prvni pohled se zda, ze pritomnost této funkce, jejiz
funkéni predpis navic zatim ani nezname, celé feseni spise komplikuje. Ukazeme vSak, ze bude
naopak k hledani feSeni nezbytna. Podstata tspéchu spociva v néasledujicim: Akce S je funkci
q a t, ale zavislost ¢ na t teprve hledame. Zatimco vztah mezi g a E, které vystupuji ve funkci
W, je ddn pfimo Hamiltonovou funkei (1.402). Chceme tedy prejit od dvojice proménnych
q a t k dvojici proménnych ¢ a F. Poznamenejme, Ze mechanickou energii £ povazujeme za
proménnou v souvislosti s libovolnymi pocateénimi podminkami. Jakmile jsou vSak jednou
pocatecni podminky zvoleny, mechanicka energie jiz samoziejmé zistava zachovana ve vSech
budoucich okamzicich, jak si jesté jednou pripomeneme.

55Tato funkce se nékdy nazyva Hamiltonova charakteristickd funkce.
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Ptfechod mezi dvojicemi proménnych (q,t) — (¢, E) provedeme nésledujicim zptisobem:
Pri¢teme k obéma stranam rovnice (|1.405)) vyraz tdE + Edt:

dS + tdE + Edt = pdq + tdE.

Jelikoz tdE + E'dt = d(Ft) a soucet diferenciali je roven diferencidlu souctu, tuto rovnici
mizeme dale upravit do tvaru

d(S + Et) = pdq + tdE.

V zavorce ovSem poznavame funkci W, kterou jsme zavedli ve vztahu ((1.406]). Dostavame tedy
vyraz pro jeji totalni diferencial

dW = pdq + tdE. (1.407)
Protoze zaroven plati
ow ow
dW = —dq¢+ —=dF
aq 1T 9
porovnanim ziskavame nasledujici vztahy:
ow ow
— = — =t. 1.408

Zabyvame se tedy funkci W (q, E) namisto ptvodni funkce S(q,t). Proménna ¢ tedy ztstala,
pouze jsme zaménili ¢ za F/. Tomuto typu pfechodu od jednoho souboru proménnych k druhému
se Tika Legendreova dudlni transformace a je hojné vyuzivana v termodynamice.

Vzhledem k tomu, ze vyraz predstavuje totalni diferencial, musi platit zaménnost
poradi u smisenych parcialnich derivaci, jak je ukazano ve vztahu na str. v Do-

datku A. Proto 8 /oW 5 /oW 4 1
_ 9 (oW dp _ &t
O < dq > = 9 (aE) ~ dE  d¢ (1.409)

Z rovnice ((1.402|) dale vyjadiime zobecnénou hybnost p

p = +£\2mE — mkq?

a zderivujeme ji podle mechanické energie E:

dp m

i _
dE V2mE — mkg?

Po dosazeni této derivace do (1.409) dostavame:

mdqg
V2mE — mkg?

Nyni jiz mame vztah mezi dt a dg a integraci této rovnice dostaneme zavislost t(g), z niz potom
urc¢ime hledanou inverzi zavislost ¢(¢). Mechanickou energii £ zde povazujeme za konstantu,
nebot ted jiz pocitame casovy vyvoj pohybového stavu s néjakymi konkrétnimi pocatecnimi
podminkami. Nejprve integral upravime do nasledujiciho tvaru:

dp
dt = —d = dt=+
aE 1

t:i/ mdg :i,/ﬁ/ dg .
\/2mE — mkq? 2E 1 —kq*/(2F)
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Déle pouzijeme substituci s = ¢+/k/(2F), pii niz plati dg = ds\/2FE/k. Potom

m ds m ds m
=+ /ﬁ/1/2E/k1—_52_iwz/\/l—_i,g?_:F”EarCCOSS—i_C’

kde C' je integrac¢ni konstanta. P¥i zpétném dosazeni za s dostavame

t = @arccos ﬁ +C
TV V 2E ¢ '

Nyni pfejdeme od funkee ¢(¢) k inverzni funkei ¢(t):

q(t) = \/?COS [£Q(t - C)], kde Q= %

Protoze funkce kosinus je sudou funkci, nezalezi na znaménku v jejim argumentu a proto
symbol + muzeme vynechat. Vidime, Ze kromé integracni konstanty C' zde jesté vystupuje i
mechanicka energie £ jako druhé integracni konstanta. Prejdeme-li k jiné dvojici integrac¢nich
konstant pomoci transformacnich rovnic

2k

™
=4 0C=¢-1,

dostavame jiz ocekavany vysledek
q(t) = Acos <Qt +¢— g) = Asin(Q + ¢),

viz napt. ((1.319)) na str. m

Popsany zpiisob ukazuje, Ze neni tieba hledat feseni pohybové rovnice ((1.312) na str. m,
ktera je diferencialni rovnici druhého radu. Stacilo nalézt vztahy (1.409) mezi dt¢, dg, dp a
dFE. Ty jsme ziskali nejprve integraci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice , jejiz vysledkem
byla rovnice . Dalsi integraci jsme jiz dostali funkci popisujici, jak na sobé zavisi ¢ a q.
Opét tedy vidime, ze je tfeba ucinit dvé integrace, pfi nichz se objevi dvé integracni konstanty.
Avsak tyto integrace jsme mohli provést . krok po kroku“ a ne ,naraz“, jako v pfipadé pohybové
rovnice.

Nebylo ani nutné ,,uhodnout* vhodnou kanonickou transformaci, abychom si hledani feseni
pohybové rovnice usnadnili, jak jsme to udélali v odst. na str. [111} Z tohoto pohledu
jsme nyni postupovali ,systematic¢téji®.

Uéinnost Hamiltonovy-Jacobiho metody se projevuje predeviim v komplexnéjsich tilohach,
které vedou na soustavy pohybovych rovnic, jejichz feSeni byva znacné obtizné. Jejich proble-
matika vSak neni obsahem tohoto textu a tloha o harmonickém oscilatoru zde slouzi pouze
jako ilustrativni ptiklad.



Kapitola 2
Kmitani

S kmitavym pohybem riznych mechanickych soustav se setkdvame doslova na kazdém kroku a
je tedy velmi dilezité umét matematicky popsat jejich chovani. V ttvodu vyuzijeme obecnych
poznatki z predchozi kapitoly pojednavajici o teoretické mechanice (napf. potencidlni energii
mechanické soustavy) a téz i nékteré fesené tlohy (napf. harmonicky oscilator ¢i matematické
kyvadlo). Uvidime v8ak, Ze efektivni feseni pohybovych rovnic kmitajicich mechanickych sou-
stav bude téz vyzadovat i uziti dalSich matematickych néstroji (napf. komplexnich funkci
nebo Fourierovych tad), které jsme dosud nepotiebovali.

2.1 Potencialni energie kmitajici mechanické soustavy

Z predchozi kapitoly vime, Ze potencialni energie mechanické soustavy je obecné funkci M
zobecnénych (na sobé nezavislych) soufadnic ¢, qs,...,qy a Casu t, viz (1.95) na str.
Uvazujme nyni pouze o takovych mechanickych soustavach, jejichz potencialni energie neni
explicitni funkci ¢asu, tj.

V=V(g, g qu) = V(g)). (2.1)

Takova soustava bude v bodé popsaném hodnotami zobecnénych soufadnic (q¢1,q1, ..., qn) =
(Ge1sGe2s - - - Qe,nr) setrvavat v klidu, pokud plati

dv 0, (2.2)

|(Q17q17--~7QJVI):(‘]e,17Qe,27-~-7qg,lbf) -

neboli funkce V'(g;) zde nabyva lokalniho minima, maxima nebo sedlového bodu. Piiklady
takovych bodti jsou zobrazeny na obr. v Dodatku A na str. . Rikame, 7e se mechanicka
soustava zde nachéazi v rovnovazném stavu nebo v rovnovdzné poloze. Vztahy a na
téze strané vsak fikaji, ze z nulovosti totalniho diferencialu automaticky plyne nulovost
vSech parcialnich derivaci v daném bodé, tedy

ov

- —0 i=1,2,..., M). 2.3
o0, (7 ) (2.3)

(q1,91,--,90 )=(Ge,1,9e,2,---1qe, M)

Ze zékladniho kurzu matematické analyzy déale vime, Ze lokalni minimum funkce vice promén-
nych je uréeno kladnym znaménkem vsech druhych parcidlnich derivaci. Kromé vztahi (2.3))
tedy pro lokalni minimum potencidlni energie V' v bodé (g. ;) dale jesté musi platit

v

=1,2,...,M). 24
o S0 (=12, M) 24)

(9154155401 )=(ge,1,9e,25-+,9e, M )

137
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Nabyvéa-li tedy potencialni energie V' mechanické soustavy lokalniho minima, znamena to, ze
jakakoli mald zména kterékoli zobecnéné soutradnice g; zpisobi nartist potencialni energie. To

ma za nasledek, ze ptislusné zobecnéné sily (viz vztahy ((1.83) na str.

Q=— (j=1,2,...,M) (2.5)

9q;
pusobi ,proti“ této zmeéne, a proto se jim tikd wvratné sily. Vysledkem jsou neustalé oscilace
mechanické soustavy okolo rovnovazného stavu uréeného bodem (ge1,Ge2;- - - ens). TEmto
oscilacim fikdme kmity nebo téz kmitdni mechanické soustavy a takovym typem pohybu se
budeme zabyvat v této kapitole. Rovnovaznému stavu, okolo kterého soustava kmita, fikdme
stabilni rovnovdzny stav nebo stabilni rovnovaznd poloha.
Nulovost prvnich parcidlnich derivaci potencidlni energie V' v rovnovazném stavu (ge 1, Ge 2,
oy Qen), viz (2.3), Tika, Ze v tomto stavu jsou vSechny zobecnéné sily ; nulové. Znamena
to tedy, Ze mechanicka soustava nachazejici se v klidu v rovnovazném stavu v ném vskutku
setrvava libovolné dlouho, nebot zadna sila (); ji nemiize z tohoto stavu vychylit. Jak dale uvi-
dime, druhé parcialni derivace potencialni energie V' v rovnovazném stavu (e 1, Ge2, - - - » Qe )
viz , souviseji s ,,tuhosti“ vazby mechanické soustavy k danému rovnovaznému stavu.

2.2 Netlumeny harmonicky oscilator

Obecné uvahy popsané v predchozim odstavci budeme demonstrovat na netlumeném har-
monickém oscilatoru. Ten byl jiz popsan v odst. na str. Zavazi o hmotnosti m je
pripevnéno k jednomu konci vodorovné nehmotné pruziny o tuhosti £, jeji druhy konec je
pevné vetknut do zdi. Zavazi m se mize pohybovat bez tfeni po vodorovné podlaze po primce
rovnobézné s osou pruziny. Protoze je ziejmé, ze jde o jednorozmérny pohyb, zvolime kartéz-
sky soutadny systém takovy, Ze osa x je rovnobézna s osou pruziny a jeji pocatek umistime
do polohy zévazi m, ve které je pruzina nezdeformovéna, viz obr. [2.1]

””#w

0 =x

Obrazek 2.1: Harmonicky oscilator. Pokud se zavazi nachéazi v poloze x = 0, pruzina je nez-
deformovéana.

Potencialni energie V' harmonického oscilatoru potom vyjde ve tvaru
V(z) = Lka?, (2.6)

jak jsme jiz zjistili, viz (1.121)) na str. {47} a je tedy funkci pouze jedné (zobecnéné) soutfadnice
xz (M = 1). Poloha

ZTe =0 (2.7)
zde predstavuje rovnovaznou polohu, nebof plati

v

= —k 2.
- =k, (2.8)
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a tedy, jak stanovuje podminka ({2.3)),

dV

ol =0 (2.9)

T=Xe

Jde o minimum, coz lze ukazat tak, Ze ovéfime, zda je splnéna podminka ([2.4)):

d2v

— =k 2.10

. 2.10)
odkud 2V

A dale zaroven vidime, Ze druhé derivace V' je rovna tuhosti pruziny. Je to pravé ona souvislost
s tuhosti vazby mechanické soustavy (zde harmonického oscilatoru) k rovnovaznému stavu (zde
popsanému polohou zavazi x, = 0), jak jsme zminili na konci pfedchoziho odstavce.
Vratnou silou je zde ziejmé sila, kterou plisobi pruzina na zavazi. Jeji praimét do osy =z
ziskame podle takto:
dv
de
coz je vztah, ktery zname ze zakladniho kurzu mechanikyH
Pohybova rovnice netlumeného harmonického oscilatoru nam vysla ve tvaru

Frrt = —kx, (2.12)

k
mi=—kr = I+ —x=0, (2.13)
m

viz (1.123)) a (1.124) na str. 48] a podle (L.125) na téze strané je jejim feSenim funkce

z(t) = Asin(Q + ¢), kde Q= E, (2.14)
m
odkud derivaci dostavame zavislost rychlosti na case:
z(t) = QAcos(Qt + ¢). (2.15)

Integra¢ni konstanty A a ¢ se uréi z pocate¢nich podminek x(0) = z¢ a £(0) = vp.
Velic¢iné 2 budeme ftikat vlastni uhlovd frekvence netlumeného harmonického oscilatoru
nebo uhlovd frekvence netlumengch kmiti.

Mechanicka energie

V predchozi kapitole jsme se v odst. na str. |46| poprvé zabyvali netlumenym harmonic-
kym oscilatorem. Tam jsme odvodili nasledujici vztah pro mechanickou energii oscilatoru jako
soucet kinetické a potencidlni energie, viz vztahy (1.132)) a (1.133) na str.

E = 1mi® + Lka?. (2.16)

Na téleso m pusobi jedind konzervativni sila (od pruziny), a proto o¢ekdvame, Ze mecha-

nickd energie F harmonického oscilatoru bude konstantni. Pojdme si tento predpoklad ovérit.
Vyjadiime proto ¢asovou derivaci mechanické energie ([2.16|):

de d

dt — dt

1Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 7, vztah (7.21).

(3mi® + 3ka®) = mii + ki = (mi + k) &
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Vzhledem k tomu, Ze plati pohybové rovnice (2.13)), zdvorka musi byt nulové a tedy i derivace
mechanické energie podle ¢asu je vzdy rovna nule. To ovSem znamend, ze samotna mechanicka

energie musi byt konstantni.
Nyni zjistime, jaké konstanté je rovna. Pomoci vztaht (2.14]) a (2.15)) ji vyjadiime néasle-
dujicim zptisobem:

E = imQ? A% cos® (U + ¢) + $kA%sin®(Q + ¢).
7Z (2.14) déle plyne, ze mQ? = k, a proto
E = kA% cos® (U + ¢) + $kA*sin®(Qt + ¢) = LkA”. (2.17)

Dokazali jsme tedy, ze mechanickd energie netlumeného harmonického oscilatoru je rovna
konstanté $kA?. Stejny vysledek jsme obdrzeli v pfedchozi kapitole na str. 49|

2.2.1 Harmonické kmity v komplexnim tvaru

.....

v budoucnu usnadni matematicky popis pohybu komplikovanéjsich kmitajicich soustav, napft.
tlumeného harmonického oscilatoru ¢i buzenych kmiti.

Ptepisme si pohybovou rovnici s pouzitim do tvaru
i+ Qr=0 (2.18)
a predpokladejme jeji feseni jakoﬂ
x(t) = aexp(bt), (2.19)

kde a a b jsou konstanty.ﬂ Predpoklddané fesen{ z(t) podle (2.19) a zrychleni, které je rovno
druhé derivaci x(t) podle ¢asu:
i = ab® exp(bt),

dosadime zpét do pohybové rovnice (2.18)), ¢imz dostéavame
ab® exp(bt) + Daexp(bt) =0 =  aexp(bt) (b* + Q%) = 0. (2.20)

Aby byla leva strana rovnice (2.20) v kazdém okamziku ¢ nulova, musi byt zavorka rovna nule,

neboli musi platit:
b = —Q% (2.21)

Vidime, ze k vyjadieni b potfebujeme odmocnit zaporné ¢islo. To provedeme uzitim imaginarni
jednotky i, kterd je definovana vztahem ([3.15))

i=+v—-1 (2.22)
uvedenym v dodatku B na str. m Pak podle bude konstanta b nabyvat dvou hodnot:
b=4+V—-02 = £/—1VQ2 = £iQ. (2.23)

2Pouzitou funkei exp(z) se rozumi exponencialni funkee e?.

3Konstanta ¢, kterou jsme pouzili v feSeni (2.14) a nyni ji oznaéime c, jiz neni tieba, nebot ji v tomto
piipadé lze zahrnout do konstanty a tak, %e vznikne nova konstanta a’:

aexp(bt + c) = aexp(bt) exp(c) = a’exp(bt), kde a = aexp(c).
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Reseni pohybové rovnice (2.18)) v predpokladaném tvaru (2.19) nam tedy vysla dvé a fikéme
jim partikularni feseni. Obecné feSeni je pak rovno linearni kombinaci obou partikularnich
feseni, tj.

z(t) = ay exp(iQt) + a_ exp(—i2t), (2.24)
kde ay a a_ jsou zatim blize neurcené konstanty. Nyni se presvéd¢ime o tom, ze funkce ve

tvaru (2.24) je feSenim pohybové rovnice (2.18). Nejprve vyjadiime druhou derivaci funkce
x(t) danou vztahem (2.24)):

= iQa, exp(iQ2t) — iQa_ exp(—iQdt),
i = —0%ay exp(i) — Q%a_ exp(—iQt), (2.25)

nebot podle ([2.22)) plati
=12 = (V1) = -1
A potom do pohybové rovnice (2.18) dosadime za x a & ze vztahi (2.24]) a (2.25)):
— QPa, exp(i) — Q%a_ exp(—iQt) + Q2 [ay exp(iQt) + a_ exp(—iQt)] = 0.

Vidime, ze leva strana této rovnice je nulova v jakémkoli okamziku ¢, a proto funkce
je vskutku feSenim pohybové rovnice . Pro porozuméni tomu, jakych hodnot nabyva
funkce exp(£iQdt), vyuzijeme Eulertv vzorec, jehoZ odvozeni je uvedeno v Dodatku B na
str. S pomoci vztahu na téze strané a zdmeénou « za 2t potom dostavame

exp(£iQt) = cos(2t) £ isin(Qt). (2.26)

To znamena, Ze zatimco na levé strané ve vztahu je redlné funkce x(t) popisujici vychylky
oscilatoru, na pravé strané se nachazi linedrni kombinace komplexnich funkei exp(=£i€t).

Jak ,zaridime“, aby nakonec i prava strana pfredstavovala realnou funkci? Ukazeme, Ze
je nutné, aby konstanty a, a a_ nélezely do oboru komplexnich ¢isel a navic byly navzajem
komplexné sdruinéf_f] Jsou-li konstanty a, a a_ komplexné sdruzené, musi platit

/ < N / s N
ay=a +1a, a-=a —1a,

kde a’ je redlnd ¢ast a a” imaginarni ¢ast komplexni konstanty a.. UZitim ({2.26) pak mizeme

feSeni (2.24)) pfepsat takto:

z(t) = (d' +1ia")[cos(Qt) + isin(Qt)] + (a’ — ia")[cos(2t) — isin(Qt)] =
= a’ cos(t) + ia" sin(Q) + ia” cos(Qt) — a” sin(Q) +
+ @ cos(Q2) — ia’ sin(Qt) — ia” cos(Qt) — a” sin(Qt) =
= 2a’ cos(Qt) — 2a" sin(Q).

Vzhledem k tomu, Ze redlnd ¢ast a’ i imaginarni ¢ast a” komplexni konstanty a, jsou jiz re-
alnymi ¢isly, i funkce z(t) je redlnou funkcei, coz jsme chtéli ukézat. Navic vzhledem k tomu,
Ze pohybovéa rovnice je diferencidlni rovnici druhého ¥adu (obsahuje nejvyse druhou de-
rivaci), musely se objevit pravé dvé integracni konstanty. Nyni zbyva nahradit dvojici téchto
(redlnych) integracnich konstant a’ a a” jinou dvojici (redlnych) konstant A a ¢ pomoci nésle-
dujicich vztaht:

2a/ = Asing, 2ad" = —Acoso.

4Struény tivod do pravidel poctii s komplexnimi ¢isly, které budeme nyni pouzivat, je uveden v Dodatku B

na str. @
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Potom uzitim goniometrického vzorce cos asin 5+ sin a cos = sin(a + ) dostavame koneény
tvar feSeni pohybové rovnice (2.18):

x(t) = Acos(Q) sin(¢) + Asin(Qt) cos(¢) = Asin(Q + ¢). (2.27)

Tento vysledek je samoziejmé zcela shodny s predchozim, viz (2.14).

Pro vyjadieni realné funkce z(t) jako feseni pohybové rovnice bychom mohli po-
stupovat i takto: Namisto linearni kombinace obou partikularnich feseni se z(t) bude
rovnat realné ééstiE] jednoho z partikuldrnich feSeni, napf¥. a exp(if2t):

z(t) = Re{a exp(i2t)}. (2.28)

V Dodatku B ve vztahu (3.28) na str. 23§ je ukézano, Zze komplexni &islo ay lze vyjadfit bud
pomoci jeho redlné ¢asti a’ a imaginarni ¢asti a”, anebo pomoci jeho velikosti |a, | a jeho faze
o

ay =a +iad" = |ay|exp(ip).

Dosazenim do (2.28) pak z(t) vyjadiime takto:

2(t) = Re{lay | exp(iQ2t) exp(i)} = Re{[a | expi(Q + ¢)]} =
= Re{|ay|cos(Qt + ¢) +ilay|sin(Q + ¢)} = |ay| cos(Q + ).

Zaménami A = |ay| a ¢ = ¢ — m/2 pak opét dostavame

x(t) = Acos(QU + ¢ — w/2) = Asin(Q + ¢).

Vsechny t¥i zpisoby popsané vztahy (2.14), (2.24) a (2.28)) vedou na touz realnou funkei,
ktera popisuje kmity dané veli¢iny (zde vychylky harmonického oscilatoru) a obsahuje dvé
nezavislé redlné konstanty urcené dvéma pocatecnimi podminkami z(0) = z a #(0) = vp.
Proto jsou vsechny zapisy typu

Asin(Q + ¢),
Acos(QU + ), kdep=¢—1/2,

a4 exp(iQt) + a_ exp(—iQd),

Re{ay exp(£iQt)}

ekvivalentni.

Veli¢inam, jejichz casovy pribéh se fidi funkci sinus nebo kosinus s argumentem linearné
zavislym na cCase, fikdme harmonicky kmitajici veliciny nebo harmonické kmity. Pokud je ca-
sovy prubéh roven souc¢tu vice harmonickych kmiti, nékdy jim budeme fikat téz i harmonické
prispévky ¢i harmonicke slozky.

Komplexni zapis harmonicky kmitajicich veli¢in

Z predchoziho nam plyne, Ze se budeme vzdy snazit postupovat nasledovné: Abychom si
manipulaci s harmonicky kmitajicimi veli¢cinami co nejvice usnadnili, budeme je zapisovat

v komplexnim tvaru
aexp(iQt) (2.29)

SPojem redlnd (a imaginarni) ¢ast komplexniho é&sla nebo komplexni funkce je popsan v Dodatku B na

str. @
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co nejdéle to bude mozné. Jelikoz komplexni amplituda a je tvorena dvéma c¢isly: amplitudou
kmiti |a| a fazi ¢, pficemz plati a = |a| exp(ip), na konci celého vypoctu kmitajici veli¢inu
nahradime realnou funkci

la| cos(Qt + ¢)

nebo
la|sin(Q + ¢ — 7/2) = |a| sin(Qt + ¢).

Nyni je zfejmé, pro¢ je ¢ nazyvana fazi: V Case ¢ = 0 ma dana kmitajici veli¢ina pocatecni
fazi ¢, pokud pouzijeme funkeci kosinus, nebo ¢ = ¢ — 7/2, pokud pouZijeme funkei sinus.

2.3 Tlumeny harmonicky oscilator

Abychom docenili ,,pohodli“, kdyz pfi feSeni mnoha typt tloh pouzivame realné i komplexni
exponencialni funkce, vysetfime pohyb tlumeného harmonického oscilatoru. Zadani zistava
stejné, jako v predchozi tloze o netlumeném harmonickém oscilatoru, viz odst. na str. [138]
jen ptridame tlumici silu, ktera je imérna okamzité rychlosti. Jeji primét do osy x tedy mizeme
zapsat vyrazem

Fhm — B (2.30)

kde B je kladna redlna konstanta charakterizujici miru tlumeni. Zaporné znaménko znamena,
ze sila pusobi vzdy v opa¢ném sméru vzhledem k rychlosti télesa m. Pohybova rovnice (2.13))
tedy bude nyni nové obsahovat kromé vratné sily —kx i tuto tlumici silu:

B k
mi=—kr—Bi = i+ —it+ —x=0. (2.31)
m m
Kromé vlastni thlové frekvence 2 = \/k:/—m, viz 1) dale jesté definujeme tlumici konstantu
B
= —. 2.32
= (2.32)

Pohybovéa rovnice (2.31)) ma tedy tvar obycejné diferencialni rovnice druhého fadu, ve které
je nyni navic i prvni derivace hledané funkce z(t):

i+ i+ Q% = 0. (2.33)

Z jejiho tvaru jiz ihned vidime, zZe vyjadfeni feseni pomoci funkce sinus nebo kosinus bude
vyzadovat zvladnutou manipulaci s goniometrickymi vzorci. Budeme-li vsak predpokladat jeji
feSeni ve tvaru

z(t) = aexp(bt), (2.34)

goniometrickym vzorcim se vyhneme. Nejprve vyjadiime prvni a druhou derivaci funkce
(2.34):
& = baexp(bt) = bx(t), i = b*aexp(bt) = b?x(t)

a oboji dosadime zpét do pohybové rovnice ([2.33)):
Va(t) +ybx(t) + Pz(t) =0 = (B> +9b+QH)z(t) =0.

Aby byla leva strana vzdy nulova, musi byt zavorka rovna nule. Tim dostavame tzv. charak-
teristickou rovnici diferencidlni rovnice (2.33) ve tvaru kvadratické rovnice:

b 4+ b+ Q* =0, (2.35)
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jejiz oba koreny jsou nasledujici:

1 2
bro = —%i?/y?—m? — —%i (%) et} (2.36)
Vzhledem k tomu, Ze se pod odmocninou nachéazi rozdil dvou ¢leni, jez mohou mit libovolné
hodnoty, je vhodné feseni dale diskutovat podle relaci mezi nimi. Tomu se budeme vénovat
v nasledujicich odstavcich. Jiz nyni vsak mutZeme ucinit ivahu o tom, jaky bude pohyb tlu-
meného harmonického oscilatoru po velmi dlouhé dobé, tj. kdyz ¢t — oo. Vzhledem k tomu, ze

podle (2.36)) je by i by zaporné, tvar feSeni ([2.34]) zpisobi, Ze
lim z(t) = 0 = e, lim %(t) =0, (2.37)

t—o0 t—o0

kde z. je rovnovazna poloha, viz ([2.7). Tento vysledek fika, ze v disledku ptsobeni tlumici
sily se téleso postupné dostava do rovnovazné polohy a jeho rychlost se blizi nule. Uvidime,
ze tento zavér plati pro jakykoli tlumeny harmonicky oscilator, pokud je tlumici sila imérna

rychlosti 2. Je-li tlumeni realizovano prostfednictvim tfeci sily, tento zavér neplati, jak zjistime
dale.

2.3.1 Silné tlumeni

Silné tlumenym harmonickym oscilatorem myslime pfipad, kdy

%>Q = B> 2Vmk.

Potom kofeny ([2.36)) kvadratické rovnice ([2.35)) jsou realné a obecné feSeni pohybové rovnice
(2.33) je rovno linearni kombinaci parikularnich feseni (2.34)) pro jednotliva b; a bs:

x(t) = ay exp(bit) + ag exp(bat), (2.38)

kde a; a ap musi byt nyni redlné konstanty, nebot i obé exponencilni funkce maji v argumentu
realna cisla. Okamzita rychlost télesa m potom bude

&(t) = a1by exp(bit) + azbs exp(bat). (2.39)

Abychom ukéazali, jaky je ¢asovy vyvoj vychylky silné tlumeného harmonického oscilatoru
popsany funkei (2.38)), predpokladejme pocéateéni podminky ve tvaru

2(0) =0,  @(0)=0. (2.40)
Potom z (2.38) a (2.39) plyne, ze
z(0) = a1 + az = xo, (0) = a1by + agby = 0.

Tim dostavame soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a; a asq, jejiz fesenimi jsou

ba by

z ag = — Z. 2.41
by b0 2 by — b, 0 (2.41)
Po dosazeni za a; a as do (2.38]) potom dostavame nésledujici Feseni pohybové rovnice ([2.33))

s poc¢ateénimi podminkami ([2.40)):

a; =

b b
o) =1 2_’3%1 exp(bit) ~ 3 1_‘“;)1 exp(bat). (2.42)
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Obrazek 2.2: Vlevo: Casovy vyvoj vychylky () silné tlumeného harmonického oscilatoru
(¢erna plnéa kiivka) podle (2.42), pro ktery plati Q = 4mws™! ~/2 = QV5/2 = 1,12Q a
xo = 1lcm. Jsou rovnéz ukazany i prubéhy jednotlivych funkei bozgexp(bit)/(be — b1) (modra
kiivka) a —byzg exp(bat)/(ba — b1) (Cervena prerusovana kiivka), jejimz souctu je zavislost x(t)
rovna. Vpravo: Casovy vivoj rychlosti i(t) podle 1} pro stejné €, v a xy.

Rychlost silné tlumeného hamronického oscilatoru s pocateénimi podminkami (2.40) potom
vyjde takto:

bob bib
22170 exp(byt) = — 270 [exp(bit) — exp(bat)]. (2.43)
b2 — b1 b2 - bl

bib
#(t) = b: _2“;)01 exp(bit) —

Na obr. 2.2] jsou zobrazeny ukézky grafti z(t) a (¢) s po¢dte¢nimi podminkami (2.40).

Vzhledem k tomu, Ze v TeSeni se nachazeji pouze exponencialni funkce realnych
proménnych, poloha silné tlumeného harmonického oscilatoru nikdy nepiekonda rovnovaznou
polohu. Pohyb takového oscilatoru tedy nema kmitavy charakter.

Velmi silné tlumeni

Pokud je tlument velmi silné, tj. /2 > Q, potom z (12.36)) plyneﬁ

402 202 02
S R Y P LV z(l__2>:__,
22 ~ 22 ~ ~
Yoy 402
by = —2 — 4 [1— — = —
2T T2 ) 2 )

6Pouzita aproximace spociva v tom, Ze vezmeme pouze prvni dva &leny Taylorova rozvoje funkce v/1 — s
okolo s = 0:

—1_1lg_ 1,2 1.3
l-s=1-35s—gs 65 cee

nebot argument s je v tomto piipadé velmi maly vaci 1.
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Reseni (2.42) potom nalezneme v piiblizném tvaru

~ — 7o 2 Qo /y
o~ -0 T _~t) =
x(t) T exp(—Q7t/v) + T, exp(—7t)
v 020/ N
= WOQ/% exp(—Q%t/7) + Wg_l exp(—1t) =
0%
= xoexp(—Q%t/y) - 720€><p(—7t) = ag exp(—Q%t /7). (2.44)

Z vysledku je zfejmé, ze ¢im vétsi je tlumici konstanta v, tim pomaleji se oscilator vraci zpét
do rovnovazného stavu.

2.3.2 Slabé tlumeni

Slabé tlument nastava tehdy, kdyz

%<Q = B < 2vVmk.

V takovém pfipadé je pod odmocninou v (2.36)) zaporné ¢islo, a proto vyuzijeme imaginarni
jednotku i = /—1:

2
b= -2 VoI /02— (1) =T 40, (2.45)

kde jsme zavedli novou konstantu

O =4/02— (%)2 (2.46)

Obecné feseni pohybové rovnice (2.33]) je opét rovno linearni kombinaci parikulédrnich feSeni
(2.34) pro jednotliva by a by, neboli

z(t) = ay exp(—yt/2 +iQ't) + a_exp(—~t/2 —iQ't) =
= exp(—7t/2) [ay exp(iQ't) + a_ exp(—iQ't)]. (2.47)
kde ay a a_ jsou v tomto piipadé komplexni konstanty. V hranaté zavorce poznavame vyraz
(2.24)), ktery popisuje kmity netlumeného harmonického oscilatoru, avsak tentokrat s ihlovou
frekvenci V. Z ptredchoziho odstavce dale vime, Ze vyraz v hranaté zavorce vede na A cos(Q't+

¢) nebo Asin(Q't + ¢), kde ¢ = ¢ — 7/2. Kmity slabé tlumeného harmonického oscilatoru
tedy popisuje funkce

z(t) = Aexp(—7t/2) sin(Qt + ¢). (2.48)
Rychlost télesa m je potom urcena funkci
z(t) = —%A exp(—~t/2) sin(Q't + ¢) + Q' Aexp(—7t/2) cos(Q't + ¢) =

— Q' Aexp(—t/2) [cos(Vt + ) — % sin((Vt + ¢)] . (2.49)

Zvolme nyni pocatecni podminky ve tvaru

x(0) =0, %(0) = v, (2.50)
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neboli v ¢ase t = 0 se téleso m nachazi v rovnovazné poloze a mé pocatecni rychlost vy. Potom
2(0) = Asing = 0, m(O)ZQ/ACOw_%ASM:UO,

Z prvni rovnice ihned plyne, ze ¢ = 0, a ze druhé potom A = v, /€Y. Poloha z(t) a rychlost ()
slabé tlumeného harmonického oscildtoru s poc¢ateénimi podminkami (2.50) tedy jsou podle

(2.48) a (2.49) popsény funkcemi:

o(t) = % exp(—~t/2) sin V't (2.51)
¢ in 't
#(t) = vo exp(—7t/2) <cos V't — %) . (2.52)

Ukézky grafi funkei (2.51) a (2.52)) jsou zobrazeny na obr. Vidime, ze ¢asovy priibéh
vychylky tlumeného harmonického oscilatoru je roven souc¢inu kmitt uréenych funkei sin(€Q't +

¢) a klesajici amplitudy kmitt, jejiz prubéh je popsan funkci Aexp(—~t/2). Vztah
fika, ze thlova frekvence €)' tlumeného harmonického oscilatoru je nizsi nez thlova frekvence
Q2 = /k/m netlumeného harmonického oscilatoru tvofeného pruzinou o stejné tuhosti k£ a
télesem o stejné hmotnosti m. Perioda tlumenych kmitd 7/ = 27/ je tedy naopak vétsi nez
perioda netlumenych kmiti 7 = 27 /<.

0,8
0,6-
0,4-
02
E 00l
S 0,21
20,41
20,6

-0,8
0,0 0,5 1,0 1,5 0,0 0,5

1,0 1,5

Obrazek 2.3: Vlevo: Casovy vyvoj vychylky z(t) slabé tlumeného harmonického oscilatoru
(plnéd kiivka) podle , pro ktery plati Q@ = 4ns™! a /2 = 2Q/9 = 0,229, od-
kud ' = 47/77/9s71 = 0,97Q. Déle plati vy = 10cm/s. Jsou rovnéz ukazany i funkce
+ (v /) exp(—7t/2) (pferusované kiivky). Vpravo: Casovy vyvoj rychlosti #(t) podle
pro stejné Q, v a vy. Pro periodu tlumenych kmiti plati: 7/ = 27/Q" = 0,513s > 7, kde
T =271/Q = 0,5s je perioda netlumenych kmitu.

Mechanicka energie

Na téleso m pusobi kromé konzervativni sily (od pruziny) i tlumici sila, ktera je nekonzer-
vativni, a proto ocekdvame, ze se mechanickd energie FE tlumeného harmonického oscilatoru
bude ménit. Toto tvrzeni nejdfive dokazeme pro jakykoli typ tlumeni. Opét vyjadiime ¢asovou
derivaci mechanické energie ([2.16]):

de d

q = (i + ghet) = mi + ki = (i + ke) &



148 KAPITOLA 2. KMITANI

Podle pohybové rovnice ([2.31)) je vsak nyni zavorka rovna —Bx. Plati tedy, ze

dE

- = —Bi* <0. (2.53)

Tento vysledek nam tika, ze mechanicka energie klesd imérné kvadratu rychlosti . Kdykoli
je v néjakém okamziku rychlost nulova, pro tento okamzik dojde k zastaveni poklesu F.
Tento zavér ukazeme pro nazornost na fyzikalné nejzajimavéjsim piipadu slabého tlumeni.

Po dosazeni rychlosti #(t) podle (2.52)) a vychylky x(t) podle (2.51)) do kinetické a potencidlni
energie v (2.16)) dostavame:

E(t) = tmi? + 1ka® =
NCARE )
=1im |:’U() exp(—vt/2) (cos 't — %)} + 3k [% exp(—~t/2) sin Q't] =
~vsin Q't 2 )
= 1mug exp(—t) (cos 't — W) R sin? V't | .

ProtoZe ze vztaht (2.14) a (2.46) plyne k/m = Q% = Q2 + (v/2)?,

Q/Q 2 2 2
E(t) = imu] exp(—t) [(:os2 't — % sin(Q't) cos(V't) + % sin? Q’t} =
2(v/2)?
= Lmug exp(—1) [1 — % sin(QV't) cos(V't) + (ZZ/Q) sin? Q/t} :
Nakonec vyuzijeme goniometrickych vzorci
sin(Q't) cos(U't) = 5 sin(200'¢), sin® 't = 1 — L cos(2Q0't)
a tim dostavame
P (/27° _ (/2)°
E(t) = imujexp(—t) |1 — 57 sin(2Q't) + 0z T e cos(2Q't) | =
7+ (/2 v "’
= %mvg exp(—yt) _T — ﬁ Sln<2Q/t) — @ COS(2Q,t):| =
T L AN b :
= 5muy exp(—t) 07 sin(2Q't) — 0 cos(2Qt) | . (2.54)

Na obr. [2.4] vidime ukdzku pribéhu mechanické energie slabé tlumeného harmonického
oscilatoru. Parametry jsou nastaveny stejné jako na obr. 2.3 Je vidét, ze pokles mechanické
energie se zastavi vzdy, kdyz je rychlost télesa m nulova. Divodem je fakt, ze tlumici sila, ktera
je zodpovédna za pokles mechanické energie a je imérna rychlosti, je v takovych okamzicich
prave rovna nule. Naopak k nejvétsimu poklesu £ dochazi, kdyz je velikost rychlosti maximalni.
Tohoto jevu jsme si jiz vsimli pii rozebirani vztahu (2.53]).

Velmi slabé tlumeni

Pokud plati
— & Q)
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5 T T

1
2

muiexp(—7t)

nulova rychlost

0,0 05 1,0 1.5

Obréazek 2.4: Casovy vyvoj mechanické energie E(t) slabé tlumeného harmonického oscilatoru

(plnéd kiivka) podle (2.54)) se stejnymi parametry jako na obr. tj. Q = dns™! a /2 =
202/9 =2 0,22Q, odkud ' = 47/77/9s7! = 0,979, a dale vy = 10cm/s. Navic m = 1kg.

Je rovnéz ukazana funkce %mvg exp(—7t) (pferusovand kiivka). Okamziky nulové rychlosti

(modré rysky) vzdy splyvaji se zastavenim poklesu mechanické energie, srv. s obr. vpravo.

jde o velmi slabé tlumeni. V takovém piipadé lze v (2.46) vyraz (v/2)? zanedbat viici Q2 a
tedy uhlova frekvence ' kmitd tlumeného harmonického osciladtoru je pfiblizné rovna thlové

= Q - - — . -55

Déle mtizeme podle (2.51)) a (2.52)) pfiblizné vyjadiit i vychylku z(¢) a rychlost @(t) oscilatoru
pro pocateéni podminky (12.50):

x(t) = %exp(—vt/Q) sin Qt,
(t) = wvgexp(—~t/2)cos L. (2.56)

Nyni vidime, ze ¢im mensi je tlumici konstanta v, tim pomaleji se amplituda kmitt oscilatoru
blizi nule a tim i k rovnovazné poloze, narozdil od siln€ tlumeného harmonického oscilatoru,

viz (2.44).

2.3.3 Kritické tlumeni

Posledni pfipad, ktery mutze nastat je tzv. kritické tlumeni. Jde o situaci, kdy

% —-Q = B —=2Vmk.
Potom konstanty b; a by definované vztahem (2.36)) mizeme vyjadfit pomoci nasledujicich
limit:
: gl 7\? Yo
ba= lim -2 4/(3) -2 = -2 +1 2.57
TN |2 2 27 50" (2:57)
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kde
2
s = (1> o (2.58)
Vyuzijme nyni toho, Ze jsme jiz v odst. prozkoumali piipad silného tlumeni s pocatecnimi

podminkami (|2.40))
x(0) = zo, %(0) = 0. (2.59)

Po dosazeni za b; a by ze vztahu (2.57)) do (2.42)) potom dostavame nésledujici feseni pohybové
rovnice (2.33]) s poc¢ateénimi podminkami ([2.59)):

x(t) = lim {7/23+ S:L‘o exp[(—v/2 + s)t] — 7/228_ S:UO exp[(—7v/2 — s)t]} =

5—0
9 _
= xgexp(—7t/2) lim { xp(st) — /2= exp(—st)} =
50 2s

= Z9 eXp(—vt/Q) ll_l)% (7/2 + S) exp(st) _28(’7/2 — S) exp(_st) .

2
v/2+s

Vidime, Ze se Citatel i jmenovatel zlomku v limité blizi nule, proto pomoci I'Hospitalova pra-
vidla, kdy zderivujeme podle s zvlast Citatel a jmenovatel, dostavame:

2(t) = o exp(—nt/2) lim SPE) T (/2 F s)texp(st) + exp(=st) + (/2 = s)texp(=st) _
s—0 2
= g exp(—yt/z)g'

Po drobné upravé tedy ziskavame zavislost vychylky x(t) kriticky tlumeného hramonického
oscilatoru s pocate¢nimi podminkami ([2.59) ve tvaru

z(t) = xgexp(—t/2) (1 + %) : (2.60)

Rychlost 4(t) pak dostaneme derivaci vychylky x(t):

2$0

x(t) = —% exp(—~t/2) (1 + lt) + % exp(—nt/2) = - texp(—t/2). (2.61)

2

Na obr. [2.5] jsou ukazéany priklady funkei z(¢) a @(t) popisujicich kmity kriticky tlumeného
harmonického oscilatoru s pocatecnimi podminkami ([2.59)).

Nyni porovnejme grafy vychylek slabé tlumeného (obr. , kriticky tlumeného (obr.
a silné tlumeného (obr. harmonického oscilatoru, v nichz jsme vzdy pouzili stejnou hod-
notu Q = /k/m = 4rs~!. Pokud budeme z nuly postupné zvySovat tlumici konstantu -,
oscilator bude zprvu v rezimu slabého tlumeni a vychylka bude odpovidat tlumenym kmittm,
jejichz amplituda se ¥idi funkei exp(—~t/2), viz . Zvysovani tlumici konstanty tedy bude
znamenat postupné rychlejsi a rychlejsi Gtlum kmitd. Tento vyvoj bude pokracovat az do
dosazeni kritického tlumeni, jehoz vychylky se podle stale jesté ridi funkei exp(—vt/2).

Pokud vsak budeme stale vice zvysovat tlumici konstantu v, po ¢ase nastane rezim velmi
silného tlumeni, které se ¥idi funkci exp(—Q2t/v), viz . Vidime, Ze nyni dal$im zvySova-
nim tlumeni docilime pfesného opaku: pomalejsiho navratu télesa m do rovnovazné polohy.

Dochéazime tedy k zavéru, ze nejrychleji se téleso m trvale priblizi k rovnovaznému stavu
pravé pri kritickém tlumeni.
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Obrazek 2.5: Vlevo: Casovy vyvoj vychylky x(t) kriticky tlumeného harmonického oscilatoru
(plné kiivka) podle , pro ktery plati Q = v/2 = 4rs™! a 1y = 1 cm. Jsou rovnéZz ukazany
i funkce x¢ (1 4 vt/2) (modra cerchovana kiivka) x¢ exp(—~t/2) (¢ervend prerusovana kiivka).
Vpravo: Casovy vyvoj rychlosti i(t) podle pro stejné €, v a x.

2.4 Harmonicky oscilator tlumeny treci silou

Ponékud jiné jsou vychylky harmonického oscilatoru tlumeného tieci silou, jejiz velikost je
konstantni. Vzhledem k tomu, ze tteci sila vzdy ukazuje v opacném sméru nez vektor rychlosti
télesa m, jeji primét do osy x mizeme vyjadrit ve tvarum

F, = —sgn(i)|Fy| = —sgn(&) N pq, (2.62)

kde N je normalova sila, kterou piisobi podlozka na téleso m, a uq je cinitel dynamického
treni mezi podlozkou a télesemﬁ Do pohybové rovnice (2.13) harmonického oscilatoru tedy
doplnime ptisobeni tieci sily:

k N
mi = —kx —sgn()Npg = I+ —z= —sgn(x')ﬂ. (2.63)
m m

Abychom mohli odstranit funkci sgn, napiseme tuto pohybovou rovnici pro dva ptipady:

k N

i g = -2 Ky a0, (2.64)
m m
kN

i g = 2 kdya g < 0. (2.65)
m m

"Ve vyrazu pouzijeme funkci ,signum®, jiz zapisujeme sgn(z) a kterad méa nasledujici funkéni hodnoty:

1, kdyz = > 0,

sgn(z)=4¢ 0, kdyz =0,
—1, kdyz = <O0.

Tato funkce tedy vyjadiuje znaménko jejiho argumentu.
8S &initelem dynamického tieni jsme se setkali jiz v zdkladnim kurzu fyziky, viz napi. D. Halliday, R.
Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 6, vztah (6.2).
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Obé varianty predstavuji obycejnou diferencialni rovnici s konstantni pravou stranou, jejichz
feSenimi jsou funkce

2(t) = Asin(Qf + ) — % kdy? & > 0, (2.66)
N
2(t) = Asin(Qt + ¢) + :d, kdyZ & < 0, (2.67)

kde © = /k/m je thlova frekvence netlumenych kmita. Rychlost ma pak pro kazdy z piipadt
tvar

z(t) = QA cos(Q + ). (2.68)

Kmity tlumené tieci silou budeme studovat za nasledujicich poc¢atecnich podminek:
x(0) =29 >0, %(0) = 0. (2.69)

Nejprve je tfeba otestovat, zda vratna sila pruziny —kxzo je na zacatku schopna prekonat
statickou tfeci silu, neboli musi platit

kxo > N ps, (2.70)

kde i je cinitel statického treni mezi podlozkou a télesem | Pokud je tato podminka splnéna,
téleso m se zacne pohybovat proti sméru osy x a jde tedy o pripad, kdy = < 0. Z dtvodu,
které vyplynou pozdéji, ozna¢me integracni konstanty A; a ¢; namisto puvodnich A a ¢. Lze
se presvédéit o tom, Ze dosazenim pocateénich podminek do vztahti a

vyjdou nasledovné:
N g T

= —. 2.71
k ) qbl 9 ( )
Béhem prvni pilperiody, tj. t € (0,7/2), kde 7 = 27/€2, jsou potom poloha a rychlost télesa
m popsany funkcemi

A1:$0—

N N N N
z(t) = <J;0 - %) sin(Qt +7/2) + % = <x0 - %) cos Qt + :d, (2.72)

i(t) = — (m - %) Q) sin Q. (2.73)

Na obr. [2.6| je ukazan graf vychylky z(¢) (vlevo) a rychlosti @(t) (vpravo) béhem prvni pilpe-
riody.

Na konci prvni ptlperiody, tj. v ¢ase t = 7/2, kdy cos Qt = cosm = —1 asinQt = sin7 = 0,
poloha a rychlost tak nabyvaji nasledujicich hodnot:

2(r)2) = — (xo - 2]\2“(1> , (2.74)

i(r/2) = 0. (2.75)

V této chvili se tedy téleso m zastavi, a to ve vzdélenosti xg — 2N 1q/k od rovnovazné polohy
na opacné strané nez na pocatku. Tato vzdalenost je vSak v disledku ptisobeni tieci sily
0 2N pq/k mensi.

9Viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 6, vztah (6.1).
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Obréazek 2.6: Harmonicky oscilator tlumeny konstatni tfeci silou béhem prvni ptlperiody.
Vlevo: graf vichylky z(t) podle (2.72); vpravo: graf rychlosti (¢) podle (2.73)). Plati: Q = 1571,
Npa/k = 0,15cm a Nug/k = 0,2cm. Pocateéni podminky jsou popsany vztahy (2.69), kde
To = 1lcm.

Pro vyjadfeni dalsiho pohybu musime nejdiive opét testovat, zda vratna sila pruziny pie-
kona statické treni, neboli zda plati podminka

2N
L Hd

> N . (2.76)

To —

Porovnanim podminek a vidime, Ze nyni je vratna sila od pruziny mensi o 2V uq
a tudiz se muze stat, ze k prekonani statické tieci sily tentokrat jiz nedojde. Téleso m by se
v takovém pripadé nadéle nepohybovalo.

Pokud je podminka ([2.76)) splnéna, zac¢ina pohyb zpét smérem k rovnovazné poloze s klad-
nym znaménkem rychlosti 2. Vychylka a rychlost se proto fidi funkcemi a , avsak
obecné s jinymi integracnimi konstantami A a ¢, které nyni ozna¢ime A, a ¢o. Na zacatku
druhé pilperiody, tj. v ¢ase t = 7/2, potom plati:

x(1/2) = Aysin (Qg + gbg) - N:d

t(1/2) = QA5 cos <Q% + ¢2> = QA; cos (m + ¢9) .

Npa
]{: )

= Aysin (7 + ¢o) —

Nové integracni konstanty A, a ¢o se urci z novych ,pocatecnich podminek* (2.74) a (2.75),
které nastaly na konci prvni pilperiody (v témze ¢ase t = 7/2):

2(7/2) = Agsin (1 + ¢o) — % =_ (xo - 2]\12“‘1) , (2.77)
(7/2) = QAg cos (m + ¢2) = 0. (2.78)

Lze se presvédcCit o tom, Ze integracni konstanty A, a ¢9 vyjdou

3N pa

T (2.79)

P2 =

v
AQI.ZC(]— 5
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Béhem druhé pilperiody, tj. t € (7/2, ), jsou tak poloha a rychlost télesa m popsany funkcemi

3N pq

dn_(%— !

ﬂw=—<%—

N N N
) sin(Qt +7/2) — hd <x0 _? k'ud) cos Qt — %, (2.80)

3N ia

) Q sin Q1. (2.81)

Na obr. [2.7]je ukdzéan graf vychylky x(¢) (vlevo) a rychlosti 2(¢) (vpravo) béhem prvnich dvou
pulperiod.

1,0 10
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0,40 %5 // \
g 0,151 = / \
& 0,0 20,0 , -
s -0,151— E I: !
N
-0,51 -0,51 \ I| !
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Obrazek 2.7: Harmonicky oscilator tlumeny konstatni t¥eci silou béhem prvnich dvou ptlpe-

riod. Vlevo: graf vychylky z(t) podle (2.72)) a (2.80)); vpravo: graf rychlosti &(t) podle (2.73])
a (2.81)). Plati: Q = 157!, Nug/k = 0,15cm a Nug/k = 0,2cm. Podateéni podminky jsou

popsany vztahy (2.69), kde xo = 1 cm.

Pohyb se ziejmé opét zastavi na konci druhé pilperiody v case t = 7, kdy

N N AN
x(7) = <170 -2 Md) cos Q7 — =4 = 1 - kud’ (2.82)
N
(r) = — (mo 2 kﬂd) Qsin Q7 =0, (2.83)

coz predstavuje nové ,,pocatecni podminky* pro pripadny dalsi pohyb. Nejdfive je vsak nutné
otestovat podminkou

> Ny, (2.84)

zda sila od pruziny, kterd je opét mensi ve srovnani s pfedchozimi podminkami a
, prekona statické tieni ¢i nikoli. Pokud ano, pohyb pokracuje ve tieti ptlperiodé, tj.
t € (1,37/2), se zapornou rychlosti & podle funkci a s novymi integracnimi
konstantami Az a ¢3. Nejnovéjsi ,,pocatecni podminky* a

N AN
x(1) = Assin(Qr + ¢3) + % =10 — k'ud7

(1) = QA3 cos(Q1 + ¢3) =0 (2.85)
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pak davaji nové integracni konstanty

9N g T
Ao = 20 — = —, 2.86
3 = 2o L ®3 9 ( )
Béhem treti ptlperiody jsou poloha a rychlost télesa m tentokrat popsany funkcemi

4N N 4N N
2(t) = (20— ) sin(Qt + 7/2) + 224 = (2g — 21 cost + 9 (2.87)

k k k k

4N

B(t) = — (:co - k“d) Qsin Q. (2.88)

Na obr. je ukazan graf vychylky z(t) (vlevo) a rychlosti &(¢) (vpravo) béhem prvnich t¥i
pulperiod.

1,0
0,5 7D
/N
Z00 / \
N I ™N V2
o5\ ! | | |
| | |
Vi
_1’0 : I r II . | r
12 0 2 | 4 6/ 8 110 12
7/2 T 37/2

Obrazek 2.8: Harmonicky oscilator tlumeny konstatni tfeci silou béhem prvnich tii ptlperiod.
Vlevo: graf vychylky z(t) podle (2.72)), (2.80) a (2.87)); vpravo: graf rychlosti @(¢) podle (2.73)),
a . Plati: Q = 1s7!), Nug/k = 0,15cm a Npug/k = 0,2cm. Podateéni podminky
jsou popsany vztahy , kde zg = 1cm.

Nyni je jiz dalsi postup ziejmy. Na konci kazdé dalsi ptlperiody, kdy je rychlost & nulova, je
nutné otestovat, zda sila od pruziny prekona statickou tieci silu. Pokud ano, pohyb pokracuje,
pficemz se piisti amplituda snizi vidy o 2Npuq/k. To znamend, ze pro vSechny integracni
konstanty plati

(2.89)

a dale
b1 =gy =¢3=---=7/2.
Graf vychylky z(t) (vlevo) a rychlosti &(t) (vpravo) od poc¢atku do zastaveni oscilatoru je
ukézan na obr. . Na konci tfeti pulperiody (¢t = 37/2) jiz neplati podminka

6N pa

k
k

Ty — > N g

urcujici, zda vratna sila od pruziny pfekoné statickou tfeci silu. Od tohoto okamziku tedy
jiz téleso m setrvava ve stejné poloze a jeho rychlost je nulova. Vidime tedy, ze harmonicky
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oscilator tlumeny tieci silou jiz nedosdhne rovnovazné polohy x. = 0, kdyz t — oo, jako tomu
bylo v pripadé tlumeného harmonického oscilatoru, viz na str. m

Vztahy naznacuji, ze amplitudy A;, As, As, ...v jednotlivych casovych interva-
lech linearné klesaji. Abychom toto zduraznili, v grafech na obr. jsou zakresleny cerné
prerusované Cary.

1,0_ T T T T T 1’0 \\I T T T T
~
\\\
0,51 0,51 P % |
0,40 —2~ / T~
g 0,15 / \ S~
N 0,0 0,0 4 — e
=010 T3] ‘ | [I: I\\,//T/
| | =
|
-0,5- | | o\ 1 -7 | ]
-0,70; ! | e I |
\ | } - I \
I i | ~? | | I
—1’0- 1 ! | -1.0 - ! l 1
0 2 |4 6 8 10 12 0 4 6 8 |10 12
T/2 T 37/2 T/2 T 37/2

Obréazek 2.9: Harmonicky oscilator tlumeny konstatni t¥eci silou. Vlevo: graf vychylky x(¢);
vpravo: graf rychlosti (). Plati: Q = 157!, Nug/k = 0,15cm a Nug/k = 0,2 cm. Pocatecni
podminky jsou popsény vztahy (2.69), kde g = 1 cm. Na konci tieti ptlperiody (¢ = 37/2),
kdy je rychlost & nulové, plati zo — 6N uq/k < Nus/k, coz znamend, Ze vratna sila od pruziny
jiz neprekona statickou treci silu. Od tohoto okamziku tedy téleso m setrvava ve stejné poloze
a jeho rychlost je nulova.

Mechanicka energie

Vzhledem k tomu, Ze na téleso m opét pisobi nekonzervativni sila (tfeci), i v tomto pfipadé
ocekavame, Ze se bude mechanicka energie £ ménit. Nejprve obecné: vyjadiime ¢asovou deri-
vaci mechanické energie tak, jak jsme to ucinili v predchozich ptipadech netlumeného
a tlumeného harmonického oscilatoru:
‘z—E _d (3mi® + 3ka?) = mii + ki = (mi + k) i.
t dt
Pohybova rovnice v8ak tentokrat ika, ze zévorka je rovna —sgn(i)Npq. Vzhledem
k tomu, ze sgn(z)z = |Z|, plati
dE
dt
Vidime, Ze mechanické energie opét klesé, avsak tentokrat imérné velikosti rychlosti |#|. Pokud
je rychlost nulova, pokles E se zastavi.
Ve shodé s predchozimi vypocty jeji pribéh postupné vyjadiime ve vSech pulperiodach.
V prvni pulperiodé, kdy t € (0, 7/2), mizeme pomoci vztahii a vyjadrit mecha-

nickou energii takto:

= —Nuali| < 0. (2.90)

Nua\® N Npal®
E(t) = imi® + $ka® = im (l’g—$) Q% sin® Ot + 1k [(xo—%) cos Qt + :d} :
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Protoze m$? = k, miizeme mechanickou energii v prvni pilperiodé dale piepsat do tvaru

Nua\” N Npal®
E(t):%k{(xo—%) sinQQt%—[(JSo—%) cos Qt + :d} }:

Nua\® [ Npa\? Nug\ N
= %k [(ﬂfo— :d) + < :d) + 2 <{EQ— :d) :dcoth
Tvar vychylek a rychlosti v dalsich ptlperiodach pak napovida, jaky bude pribéh mechanické
energie dale. Ve druhé pilperiodé, kdy ¢ € (7/2,7), bude podle (2.80) a (2.81)) nasledujici:

(2.91)

3Npa\* | (Npa\’ 3Npa\ Npa
E(t) = 3k [(350— ? > +( ) 2 w0 L cos it (2.92)
ve tteti, kdy ¢ € (7, 37/2), bude podle (2.87) a (2.88) tento:
Nua\® [ Npa\? Nug\ N
E(t) = %k [(xo — > k'ud) + ( :d) + 2 (iUo — > k'ud) :d cos (Ut (2.93)

atd. Od okamziku, kdy vratna sila od pruziny jiz nepfekona statickou tieci silu, bude kineticka
energie rovna nule a mechanicka energie tudiz bude rovna konstantni potencialni energii

(2.94)

kde i je index posledni amplitudy ve vyctu (2.89)).

Na obr. je ukazka grafu mechanické energie harmonického oscilatoru tlumeného treci
silou. Parametry jsou nastaveny stejné jako na obr. Je vidét, ze se pokles mechanické
energie opét zastavi vzdy, kdyz je rychlost télesa m nulova a dale k nejvétsimu poklesu F
dochazi, kdyz je velikost rychlosti maximalni, jak jsme zminili pfi rozebirani vztahu .

2.5 Buzeny harmonicky oscilator

Buzeny harmonicky oscildtor je takové téleso o hmotnosti m, na které pisobi kromé vratné
sily —kx od pruziny a popf. i tlumici sily — Bz néjaka dalsi vnéjsi sila, jejiz primét £ do osy
x je obecné funkci ¢asu, jez je znama. Této sile se nékdy tika budici sila. V pohybové rovnici
tlumeného harmonického oscilatoru tedy ptridame dalsi ¢len reprezentujici tuto budici

silu: B n et
mi = —kx — Bi + F™'(t) = x+—x+—m— ()
m

Uzitim thlové frekvence netlumenych kmita 2 = (/k/m, viz . a tlumici konstanty
v = B/m, viz (2.32), tuto rovnici pfepiSeme na tvar

ext
iy 02 = ), (2.95)

m
Toto je obycejna diferencialni rovnice druhého fadu s nenulovou pravou stranou a predstavuje

obecnou pohybovou rovnici buzeného harmonického oscilatoru.

Zpusoby jejiho feSeni zdlezi na samotné funkci F***(¢). Naptiklad polozime-li F**(t) = 0,
dostavame rovnici popisujici pohyb tlumeného harmonického oscilatoru, jimz jsme se zabyvali
v odst. V nasledujicim textu se proto budeme zabyvat rtznymi typy pohybové rovnice

(2.95) a ukdzeme postupy, jak ji vytesit.
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Obrazek 2.10: Casovy vyvoj mechanické energie F(t) harmonického oscilatoru tlumeného teci
silou v jednotlivych ptlperiodach podle (2.91)), (2.92) a (2.93)) se stejnymi parametry jako
na obr. tj. Q@ = 157!, Nug/k = 0,15cm a Npg/k = 0,2cm; a déle & = 1N/m. Od
konce tteti ptlperiody (¢t = 37/2) je rychlost & nulova v disledku toho, ze vratna sila od
pruziny jiz neptekona statickou treci silu. Od tohoto okamziku je tedy mechanickd energie

rovna (konstantni) potencialni energii podle (2.94)), kde i = 3.

2.5.1 Buzeni konstantni silou: harmonicky oscilator v tthovém poli

Pohyb télesa o hmotnosti m zavéseného na vertikalni pruziné o tuhosti k, jejiz druhy konec
je vetknut do stropu, je pripadem tlumeného harmonického oscilatoru buzeného konstantni
tithovou silou. Budeme-li orientovat osu x podél pruziny svisle dolt, pro z-ovou slozku budici
sily bude platit F*** = mg, viz obr. Pocatek osy x opét umistime do polohy télesa m,
kde je pruzina nezdeformovéana.

Obrazek 2.11: Tlumeny harmonicky oscilator v tihovém poli. Na téleso m ptisobi vratna sila
od pruziny, tlumici sila (neni znézornéna) a konstatni budici sila reprezentované tihovou silou
mg.
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Pohybovou rovnici (2.95) potom nalezneme ve tvaru
i+t +QPr =g (2.96)

a nazyvame ji obycejna diferencialni rovnice druhého radu s konstantni pravou stranou. S timto
typem diferencialni rovnice jsme se jiz setkali (az na ¢len v4) v pFedchozim odstavci, viz ([2.63)).
Tehdy jsme jeji feseni ,,uhodli“, nyni ukdzeme ponékud systematic¢téjsi cestu k jejimu feseni.
Nejprve ji prepiseme takto:

Fhri 4+ Qe —g=0 = jﬁ+w+92(;p—%):o. (2.97)
Déle zavedeme substituci m
=g 29 (2.98)
k
pricemz ziejmé plati
§ =1, =1
Nakonec vse dosadime do ([2.97)): ) '
E4+ 96+ Q% =0. (2.99)

Tento vysledek je velmi zajimavy. Obdrzeli jsme totiz rovnici forméalné stejnou jako pohybova
rovnice tlumeného harmonického oscildtoru, viz ([2.33)) v odst. [2.3| na str. [143] Proto i feseni

&(t) této rovnice ve vSech rezimech tlumeni jsou detailné popsana v uvedeném odstavci. Reseni

x(t) pohybové rovnice (2.96)) pak pomoci (2.98) dostaneme ve tvaru

x(t) = &(t) + %- (2.100)

Rychlost & je podle ocekavani piimo rovna prvni derivaci £ podle ¢asu:

i(t) = £(1). (2.101)

Tyto vysledky si zaslouzi komentafr. Funkce x(t) a &(t) se lisi pouze o konstantu mg/k. Zna-
mena to tedy, ze pusobeni konstatni tihové sily neméni miru tlumeni ani frekvenci kmitani
oscilatoru. Jedinym disledkem jejiho plisobeni je posun rovnovazné polohy, ktery si nyni vy-
sveétlime. V pripadé, ze tihova sila pohyb neovliviiuje, napt. u ,vodorovného* netlumeného
harmonického oscilatoru popsaného v odst. [2.2] rovnovazna poloha je takova poloha télesa m,
pfi niz je pruzina nezdeformovéna, tj. x, = 0, viz (2.7]) na str. . Pokud se vsak harmonicky
oscilator nachéazi v tthovém poli, jeho rovnovaznou polohu ziskame tak, ze do dosadime
za £ = 0 (rovnovéaznou polohu ,vodorovného“ oscilatoru):

ve =9 (2.102)

k

Mizeme se presvédcit o tom, Ze funkce x(t) = z, = mg/k je feSenim pohybové rovnice
s poc¢ateénimi podminkami z(0) = z. a ©(0) = 0, a tudiZz umistime-li téleso m do polohy =,
s nulovou pocatecni rychlosti, bude zde setrvavat nekonecné dlouho.

K vysledku miZzeme dojit i nasledujici tvahou: Co je rovnovazna poloha? Je to
takova poloha télesa m, na néz ptisobi nulova vyslednice sil, pokud je zde umisténo s nulovou
pocateéni rychlosti. Vratna sila od pruziny tedy musi byt stejné velka jako tihova sila (tlumici
sila je spolu s rychlosti nulova), neboli

kx. = mg,
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z ¢ehoz jiz plyne .

Pro ukéazku vysetiime, jak se v tthovém poli pohybuje slabé tlumeny harmonicky oscilator,
tj. kdyz v/2 < Q. Pro tento pfipad jsme nalezli nasledujici feSeni rovnice (2.99)), viz (2.48) na
str. [146L

£(t) = Aexp(—~t/2) sin(t + ¢).
Podle (2.101)) tedy ma vychylka slabé tlumeného hamormického osciladtoru v tithovém poli tvar
myg

z(t) = Aexp(—~t/2) sin(Q't + ¢) + - kde Q' = /Q2 — (v/2)% (2.103)
Rychlost t&lesa m je podle (2.101) p¥imo rovna funkci &(¢):

i(t) = £(t) = Y Aexp(—t/2) [cos(Q’t + @) — 232/ sin(Q't + qb)} , (2.104)
jak jsme jiz odvodili, viz (2.49) na str. m Zvolme nyni nasledujici pocateéni podminky:
z(0) =0, z(0) =0, (2.105)

neboli v ¢ase t = 0 se téleso m nachazi v poloze, kdy je pruzina nezdeformovana, a ma nulovou
pocatecni rychlost. Potom

z(0) = Asing + ’ 0, #(0)=Q'A <cos¢ 5y St ¢> 0.

Z druhé rovnice plyne

6= sing = &= arctan |2
COS = 29/ S111 = arctan 7/2 5

z prvni rovnice pak

mg mg mg~/ Q% + (7/2)?

Tksing  ksinfarctan[/(v/2)]F QY !
nebot sinfarctan(a/b)] = a/+va? + b?. Jak jsme zjistili pfi vypoctu mechanické energie slabé
tlumeného harmonického oscilétoru, Q2 = Q2 + (v/2)?, viz str. [148 Integracni konstantu A
tedy muzeme napsat ve tvaru
mgs2

A=— :

kY

Vychylka (2.103]) a rychlost (2.104)) slabé tlumeného harmonického oscilatoru v tithovém poli
s pocatecnimi podminkami ([2.105)) jsou nakonec popsany funkcemi

=9 [y 8 p(ent/2)sin | &
x(t) = ’ {1 o exp(—~t/2) sin [Q t + arctan (7/2>] } (2.106)
a
Q 94 Q
z(t) = m]z exp (—t/2) {23/ sin {Q’t + arctan (7/2)} — cos [Q’t + arctan (7/2>] } :
(2.107)
Funkce exp(—~t/2) zpusobi, Ze
lim 2(t) = 2 = g, lim &(t) = 0, (2.108)
t—o00 k‘ t—o0

neboli v disledku tlumici sily se téleso postupné dostava do rovnovazné polohy a jeho rychlost
se blizi nule. K tomuto zavéru jsme dosli jiz v piipadé ,,vodorovného* tlumeného harmonického
oscilatoru, viz na str. , s tim rozdilem, Ze nyni podle (2.102]) pro rovnovaznou polohu
plati: z. = mg/k.

Na obr. jsou znazornény ukazky grafi vychylky a rychlosti . Je téz

ukdzano posunuti rovnovazné polohy o mg/k.
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Obrazek 2.12: Slabé tlumeny harmonicky oscilator v tithovém poli s poc¢ate¢nimi podminkami

(2.105). Vlevo: graf vychylky x(t) podle (2.106]). Je naznaceno posunuti rovnovazné polohy
o mg/k. Vpravo: graf rychlosti #(t) podle (2.107). Plati: Q = 4rs™!, v/2 = 2Q/9, odkud

mg/k =g/ =621lcm a Q =4r/77/9s~1 = 0,97 Q.

Mechanicka energie

Konstantni budici sila (zde tithova sila mg) je silou konzervativni, a proto kromé pruzné po-
tencialni energie %ka jesté pribude potencialni energie tihové sily. Zvolime-li nulovou hladinu
v z = 0, pak je vyjadiena ve tvaru —mgz. Potom mechanicka energie sestava ze tii vyrazi:

E(t) = tmi? + Ika® — mga. (2.109)

Zménu mechanické energie vyjadiime podobné jako v ptipadé slabé tlumeného hamrmonického
oscilatoru, viz str. [147;

dE
r =mai + kxt — mgs = (:i+§22x—g)mi.
Zavorka je vSak podle pohybové rovnice (2.96|) rovna —vi, a proto
dE 9
— = —myz~.
dt 7

Vidime, zZe pokles mechanické energie je opét imérny kvadratu rychlosti stejné jako v ptripadé
,vodorovného*“ oscildtoru. Na pocatku je mechanickd energie rovna nule, nebot pruzina je
nezdeformovéana a nulova hladina potencialni energie tihové sily je umisténa do bodu z = 0.
Pouzijeme-li poc¢ate¢ni podminky , ze vztahu (2.109) vskutku plyne, ze

E(0) = 0.

Z vyrazi :2.108) vyplyva, Ze se naopak po velmi dlouhé dobé (t — oo) bude mechanicka
energie (2.109) blizit hodnoté

(mg)?
2%

Vsechny uvedené vlastnosti mechanické energie lze vidét na obr. 2.13] kde je zachycena
ukazka jejiho grafu. Tlumeny harmonicky oscilator v tithovém poli ma se stejné parametry

jako na obr.

lim E(t) = tka? — mgr, = —

t—o00 2
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0,0 . .
-0,11 ) i
= nulova rychlost
= -0,21 .
|
|
|
-0,305— 034+ — —— — — - =
0,0 0,5 1,0 1,5
t(s)

Obrazek 2.13: Casovy vyvoj mechanické energie E(t) slabé& tlumeného harmonického oscilatoru
v tithovém poli popsané vztahem . Parametry oscilatoru jsou stejné jako na obr. , tj.
Q=drst v/2=20/9, a dile m = 1kg. Plati tedy —(mg)?/(2k) = —mg?/(20?) = —0,305J
a QY =4n77/9s71 220,97 Q.

2.5.2 Buzeni harmonicky kmitajici silou

Ma4-li budici sila F**(¢) harmonicky priib&h, znamené to, Ze jeji zdvislost na c¢ase muZzeme
vyjadiit bud funkci
Fo(t) = F5* cos(Qqt + ©q), (2.110)

anebo funkeci
Fe"t(t) = FOeXt sin(Qqt + ¢q), (2.111)

kde F§** je amplituda a 4 je thlova frekvence budici sily a dale pq a ¢q jsou pocatecni faze
majici mezi sebou vztah pq = ¢q — /2. Z predchoziho vykladu v odst. vime, zZe veli¢iny
s harmonickym priibéhem muizeme téz vyjadfit pomoci exponencialni funkce s komplexnim
argumentem:

FU(t) = FP exp(iQat), (2.112)

kde
F& = |FP exp(iva) = Fg* exp(iva) (2.113)
je komplexni amplituda majici velikost |F$| = Fg** a fazi ¢4. Tohoto zépisu vyuzijeme

pii feseni pohybové rovnice (2.95)) buzeného harmonického oscilatoru, ktera v tomto pripadé

nabyva tvaru:

Fo exp(iQt
i it 2 = Lt Pl (2.114)
m

Protoze derivace je linearni operacim jeji feSeni je rovno souctu obecného reseni rovnice se
stejnou levou a s nulovou pravou stranou, tzv. pridruZene homogenni rovnice, a partikularnimu

10Znamen4 to, Ze n-t4 derivace linearni kombinace funkei fi(z), f2(), ..., far(x) je rovna linedrni kombinaci
n-tych derivaci téchto funkci. Matematicky tuto vlastnost zapiSeme takto:
d" d"f1 d" f2 d"fm
— (a a . a = Q1 — a e a R
dx"( 1fi +azfe+ -+ anmfur) L qgm T2 gm T tan—o

kde a1, ao, ..., aps jsou konstanty.



2.5. BUZENY HARMONICKY OSCILATOR 163

resent rovnice (2.114)). Obecné Teseni pfidruzené homogenni rovnice k rovnici (2.114), t;.
By 4+ Yy + Q%2 = 0, (2.115)

jsme detailné probrali v odst. na str. [[43] V dalsim textu se opét zaméfime na slabé
tlumeni, tj. 7/2 < €, jak je ukdzano v ¢asti na str. . Reseni pfidruzené homogenni

rovnice ([2.115)) tedy opiSeme podle (2.48)):

oy (t) = Aexp(—~t/2) sin(Q't + ¢), (2.116)
kde ' = /Q2? — (v/2)2. Partikularnim feSenim nehomogenni rovnice ([2.114)) je funkce
zp(t) = a4 exp(iQat), (2.117)

kde a, je zatim neznamé komplexni konstanta. Tu ur¢ime tak, ze vyjadiime prvni a druhou
derivaci této funkce:

Tp(t) = 1Qqay exp(iQqt), ip(t) = —Q3a, exp(iQqt)
a vSe dosadime zpét do ([2.114]). Potom dostavame

Fext Q t
— Q%ay exp(iQat) 4 i7Qaa, exp(iQat) + Q%a, exp(iQqt) = ———— exp(ifla )7
m

odkud PO exp(if)
. . *exp(iQ2qt
ay exp(iQat) (—QF 4+ ivQq + Q*) = %.
Aby se leva i prava strana sobé rovnaly v libovolném ¢asovém okamziku ¢, musi se sobé rovnat

konstanty u exponencialnich funkci, neboli
ext

F
ay (—QF +i17Qa + Q%) = #

Upravou a dosazenim z ([2.113) potom dostavame vyraz pro komplexni konstantu a. :

Foe 1 F§& exp(ipq) 1
ay = = .
T om 22— Q2 iy m 02 — Q% + iy

Abychom zjistili redlnou a imaginarni ¢ast druhého zlomku, je tifeba se zbavit komplexniho
¢isla v jeho jmenovateli. To udélame rozsifenim tohoto zlomku o komplexné sdruzené ¢islo ke
jmenovateli:

_ 5 exp(iva) 1 0 - i — il _
mo - -0 -
ext ; 2_02 _;
_ I exp(ipg) € Qd2 78 . (2.118)
m (2 —Q3)" + (vQa)

Takto zapsané komplexni konstanty a, nyni vyuzijeme pfi vyjadfeni obecného feseni ne-
homogenni diferencialni rovnice . Jak jsme jiz uvedli, je rovno souctu obecného feseni
(2.115)) pridruzené homogenni rovnice a partikularniho reseni nehomogenni rovnice,
tedy

z(t) = zu(t) + 2p(t) = Aexp(—7t/2) sin(QUt + ¢) + ay exp(iQqt) =
ext 2 02 _;
= Aexp(—7t/2)sin(Qt + ¢) + Fo L ?(12 AL
mo (22 = Q)" + (v$)

5 €Xp [i(th + QOd)] .
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Dosud jsme s vyhodou vyuzivali komplexniho zapisu harmonicky kmitajicich veli¢in. Jak jsme
uvedli na konci odst. 2.2.1] nyni vychylce z(¢) prifadime redlnou ¢ast jejiho piivodniho kom-
plexniho vyjadfeni. K nému dojdeme tak, ze vynasobime (komplexni) ¢itatel druhého zlomku
s exponecialni funkei (majici komplexni argument):

z(t) = Aexp(—~t/2)sin(Qt + ¢) +
N FEt (92 — Q3) cos(Qat + pa) + 72 sin(Qat + ¢a) +

m (22— 92)* + (40)?
N ingt (2 — Q3) sin(Qat + pa) — 74 cos(Qat + ©a)
m (02 = 93)° + (120)°

a prosté namisto celého komplexniho tvaru pouzijeme jen jeho realnou cast:

F& (92 — Q32) cos(Qat + q) + 74 sin(Qqt + gpd)
(€2 - 92) (’YQd)

x(t) = Aexp(—~t/2) sin(Q't + ¢) +

(2.119)
Pokud si budeme chtit tento vyraz jesté dale zjednodusit, zavedeme novou konstantu 6, pro
kterou plati:

cosf Q2 — 2
tg 0 = = d, 2.12
o8 sin 6 74 (2.120)
Pomoci ni totiz mizeme vyjadrit vyrazy
Q2 _ Q2
d = cos @
Jo— a7+ (0.
* Q
1R =siné,
Jo a7+ (0,
nebot vyjde cos? § + sin? @ = 1. Takze (2.119)) nabyva tvaru
ext : :
2(t) = Aexp(—t/2) sin(t + 6) + F§** cos(f) cos(Q2at + @a) + sin(6) sin(Qat + god)‘ (2.121)

m 2 2
V(02— 02+ (40)
Nakonec pomoci goniometrického vzorce cos acos 3 + sin asin 5 = cos(f — «) dostavame

F§t cos(Qat + pa — 0)

z(t) = Aexp(—t/2)sin(Q't + ¢) + (2.122)
" 0+ ()
A wzitim (2.49)) na str. m potom derivace této funkce vychazi ve tvaru
(t) = Q Aexp(—t/2) [COS(Q't +¢) — 2?/2/ sin(Q't + gb)] -
B Fs¥*Qq  sin(Qqt + ¢q — 0) (2.123)

m 2 '
V(02— 02 4 (40,)?
Takto zaviseji vychylka a rychlost télesa m na case. Vidime, Ze se zde opét nachéazeji dve

integrac¢ni konstanty A a ¢, které se urci z poc¢atecnich podminek. Zvolme je ve tvaru

F§t cos(god —0)

" \/ + (y)” |

z(0) =

i(0) = 0. (2.124)
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Potom
Fext _ 6 Fext _ 9
x(o) — ASIH¢ + ;)n COS(SDdQ ) - — ;]n COS(LPdQ ) 27
V(02— 02 1 (40) V(02— 02 4 (30)
F&< 04 sin(pg — 0)

=0,

. / Y : 0
=0'A ——A -
(0) cos @ 5 sin ¢ - \/( - 3)2 ( d)2

odkud

Asing = 0,
F&'Qy sin(pq — 0)

mo S0 )

O/ Acos ¢ — %A sin¢g =

Z obou rovnic pak poradé plyne, zZe

 F sin(pq — 0)

6=0, A : .
MY 02 - 027 + (700)°

Poloha z(t) slabé tlumeného harmonického oscilatoru buzeného harmonicky kmitajici silou

(2.110) s pocatecnimi podminkami (2.124)) tedy je podle (2.122]) popsana funkci:
_FQq sin(pq — 0)

Ql
Y fior— 2+ (00
Foext

/(02— 927 + (19,)°

x(t) exp(—7t/2)sin Q't +

+ cos(Qqt + g — 0). (2.125)

Prvni s¢itanec zifejmé odpovida feSeni xy,(f) pfidruzené homogenni rovnice a kmity popsané
touto funkei se nazyvaji viastni kmity, nebot jejich ihlova frekvence je rovna frekvenci ' kmiti
samotného tlumeného oscilatoru (bez budici sily). Druhy séitanec predstavuje partikularni
feSeni x,(t) nehomogenni diferencialni rovnice a pohybu podle této funkce fikdme nucené
(buzené) kmity, protoze probihaji s tthlovou frekvenci Q4 budici sily.

Ukazky grafti ¢asové zavislosti vychylky (Gernd kiivka) jsou zobrazeny na obr.
Vsimame si toho, ze zatimco amplituda funkce zy,(¢) (modré prerusované kiivka) se blizi nule,
amplituda funkce x,(¢) (Cervend pferusovana kiivka) je podle rovna konstanté

Foext
(@2 — )7 + (19,)°

A

: (2.126)

p

ktera se nazyva amplituda nucengych kmaiti. To ma za néasledek postupnou zménu charak-
teru kmitani z pocatecniho neperiodického na periodicky. Neperiodickému pohybu buzeného
oscilatoru fikdme prechodovy déj (v grafech podbarven modfe), nésledny periodicky pohyb
nazyvame ustdleny (staciondrni) déj (v grafech podbarven bile). Ke zméné mezi obéma déji
ziejmé dochézi tehdy, kdyz ma funkce xy(t) jiz natolik malou amplitudu, Ze ji lze zanedbat
vuci z,(t), zde zhruba od okamziku ¢ = 1,5 (graf vlevo) a t = 2s (graf vpravo).
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Obrazek 2.14: Casovy vyvoj vichylky z(¢) slabé tlumeného harmonického oscildtoru buzeného
harmonicky kmitajici silou podle , pro ktery plati Q = 4ws™1, v/2 = 2Q/9 = 0,220,
FS/m = 10m/s” a pg = —r/2. Dale jsou ukézana feseni z,(t) pidruzené homogenni rovnice
(modra prerusovana kiivka) a partikularni feSeni x,(¢) nehomogenni rovnice (¢ervena preru-
Sované kiivka). Vlevo: budici frekvence Q4 = €2/2, odkud podle A, = 8,09cm a podle
0 = 0,29rad; vpravo: {2q = 22, odkud A, = 2,02cm a § = 2,85rad.

Ustaleny déj

V mnoha piipadech je Casovy interval, po ktery probih& prechodovy déj, podstatné mensi
nez celkova doba sledovani pohybu buzeného harmonického oscilatoru. Z predchozich tvah
vyplyva, Ze pfechodovy déj trva tak dlouho, dokud nabyvéa funkce xy,(t) (popisujici vlastni
kmity) vyznamnych hodnot vzhledem k funkci z,(¢) (vyjadfujici nucené kmity). P¥i ustaleném
déji v dusledku pritomnosti exp(—yt/2) jiz mizeme xy,(¢) vici x,(¢) zanedbat a z ptivodniho
obecného TeSeni nam tedy nyni zbyva jen

2(t) = zp(t) = Apcos(Qat + a — 0), (2.127)

kde podle (2.126])

Fext
A, = > , (2.128)
m (92 — 2% + (19)°
a podle ((2.120))
02— 2

6 = arccotg | ————= | . 2.129
g ( 7S ) ( )

Déle pripomenme, Ze externi (budici) sila se ¥idi funkei ([2.110)):
F(t) = F5* cos(Qqt + q)- (2.130)

Vsimnéme si, ze funkce jiz neobsahuje obvyklé dvé integracni konstanty, které bézné
ziskavame z pocatec¢nich podminek. Znamena to, zZe pomoci poc¢atecnich podminek nemiizeme
nijak ovliviiovat amplitudu ani fazi nucenych kmitt. Jsou jiz pfedem urceny vlastnostmi osci-
latoru a parametry budici sily. Nyni se na ob€ tyto veli¢iny zamétrime.

V amplitudé nucenych kmitt (2.128]) vystupuji veli¢iny charakterizujici tlumeny harmo-
nicky oscildtor (m, Q a v), déle je tmérnd amplitudé F§** budici sily a je pfedevsim funkei
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uhlové frekvence {24 budici sily. Nejprve se zaméfime na piipad, kdy €24 = 0, neboli podle
budici (externi) sila je konstantni a jeji primét do osy x je roven F§* cos¢q. V tako-
vém piipadé je i vychylka pii ustaleném déji konstantni a uzitim (2.128) a (2.129) je
dana vztahem

Fext Fext Fext
=0 0=0, = ()= ()Qz COS pq = -0 e ZOS Spd.
m

(2.131)

Tento vysledek nam pripomina piipad ,vertikalniho“ harmonického oscilatoru v tihovém poli,
ktery byl uveden do rovnovéazného stavu, viz odst. na str. Nahradime-li totiz tthovou
silu mg ve vztahu na str. konstantni vnéjsi silou F§** cos ¢4, dostdvame stejnou
(trvalou) vychylku z rovnovézné polohy, jez je popsana pravé vyrazem (2.131)). Mizeme tedy
fici, Ze buzeni konstantni silou je ekvivalentni buzeni harmonicky kmitajici silou, jejiz frekvence
se limitné blizi nule.

Dale si v§imame rozdilu v odmocniné ve jmenovateli , ktery naznacuje, ze A, nabyva
maxima pro ur¢itou hodnotu budici frekvence 2q = .. Tu ziskdme poloZenim derivace A,
podle 2, rovnu nule:

dA, COEST 20,(02 — 02) — 420,

—P =0 = 20,(0 - Q%) =42,
dQyq Q4= m [(QQ _ QE)Z + (/VQI‘)Q}g/Q

Uvazujeme-li pouze o kladnych hodnotéach 2., dostavame

O = /2 =22, (2.132)

Toto je thlova frekvence budici sily, pti které amplituda nucenych kmitt nabyva svého maxima
a fikame ji rezonancni frekvence.

Na obr. jsou ukazany grafy zavislosti A,(€2q) pro rizné hodnoty /2. Je zfejmé,
ze pri snizovani tlumeni (y/2 klesd) amplituda A, dosahuje stale vyssich hodnot, pfi¢emz
nejrychleji roste v oblasti okolo rezonanc¢ni frekvence €2,.. Ta se zarovenl podle blizi
vlastni thlové frekvenci 2. Dale vidime to, co zndme pii pozorovani oscilatortt buzenych silou
s proménlivou frekvenci, napt. rozbihajici se zdimacka s nerovnomérné rozlozenym pradlem:
Zpocatku pfi nizkych hodnotach thlové frekvence (24 budici sily amplituda A, nucenych kmitt
postupné roste. To je zptisobeno tim, ze hmota oscilatoru 1épe a 1épe ,nasleduje” kmitajici
budici silu. V okamziku, kdy se tthlova frekvence €24 budici sily rovna rezonan¢ni frekvenci €2,
oscilatoru, dosahuje oscilator maximalni amplitudy a fikdme, Ze je budici sila s oscilatorem
v rezonanci. PHi vyssich frekvencich jiz hmota oscilatoru ,nestac¢i nasledovat® budici silu a
amplituda nucenych kmiti postupné klesa. Pti velmi vysokych hodnotach budici frekvence
(€2, — 00) se jiz budici sila méni tak rychle, ze hmota oscilatoru setrvava stéle blize rovnovazné
poloze, tj. A, — 0 a tedy i z(¢t) — 0.

Faze nucenych kmitt (2.127)) je rovna ¢islu stojicimu za (24t v argumentu funkce kosinus:

QOd—ig.

Je-li ¢4 podle (2.130) pocateéni faze budici sily, tento vyraz muzeme interpretovat tak, ze
nucené kmity oscildtoru jsou fazové zpozdény o 6 oproti kmitim budici sily. Uzitim ([2.129)
tedy muzeme fazové zpozdéni —0 vyjadrit vyrazem

Q2 o Q2
— 6 = —arccot —d) ) 2.133
& < 74 ( )
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Obrazek 2.15: Grafy zavilosti amplitudy A, nucenych kmitd na thlové frekvenci Qg budici
sily pro rtzné hodnoty /2 podle . Zbyvajici parametry jsou nastaveny stejné jako na
obr. tj. Q = 4rs~' 2 12,575, F&/m = 10m/s”. Plné k¥ivka odpovidd i stejné hod-
noté v/2 = 2Q/9 = 0,22 a jsou pro tento pripad ukdzany i amplitudy nucenych kmita pro
Qq = /2 (modfe) a Qq = 20 (Cervené), které lze porovnat s obr. v oblastech ustéle-
ného déje. Amplituda nucenych kmité pfi rezonanéni frekvenci Q, = 11,9357}, viz ,
nabyva maximdalni hodnoty (zelené). Pfi ostatnich hodnotéch +/2 vychazeji rezonanéni frek-
vence takto: Q.1 =2 9,77s71, Q9 = 11,0857, Q3 =2 12,2157,

Vidime, ze s rostouci budici frekvenci jsou nucené kmity stale vice zpozdény oproti budici
sile. Je-li thlova frekvence 24 budici sily pravé rovna vlastni thlové frekvenci oscilatoru (2,
v citateli argumentu funkce arccotg vychazi nula a tudiz fazové zpozdéni je v tomto piipadé
rovno —m /2. Nejvice jsou nucené kmity zpozdény o 7 a to tehdy, kdyz Q4 — oo.

Priklady graft zavislosti fazového zpozdéni —f na budici frekvenci €24 jsou ukazany na

obr. 2.16]

Mechanicka energie

Vztah pro mechanickou energii tlumeného harmonického oscilatoru buzeného harmonicky kmi-
tajici silou ztistava stejny jako v pripadé netlumeného harmonického oscilatoru, viz (2.16|) na
str.

E = imi® + tka’. (2.134)

Jeji casovou zmeénu vyjadiuje derivace

dE
’r = mii + kxi = ($ + QQQZ> ma.

Zavorku muzeme podle pohybové rovnice (2.114)) vyjadrit ve tvaru

Fext Q t
iz o D cos@atted
m
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Obréazek 2.16: Grafy zavislosti fazového zpozdéni —6@ nucenych kmit na thlové frekvenci
q budici sily pro rtzné hodnoty /2. Zbyvajici parametry jsou nastaveny stejné jako na
obr. R.15] tj. Q = 4rs™! = 12577, F$*/m = 10m/s’. Plna kiivka odpovida i stejné
hodnoté v/2 = 2Q/9 = 0,229 a jsou pro tento piipad ukazéna fazova zpozdéni nucenych
kmitt pro Q4 = 2/2 (modie) a Qq = 292 (Cervené).

kde jsme komplexni vyjadieni budici sily F7* exp(i€2qt) nahradili vyrazem ([2.130). Odtud

i—f = F cos(Qat + pq)i — Bi?, (2.135)
kde B = m~ je konstanta charakterizujici miru tlumeni viz (2.30)) na str. . Vidime, ze kromé
poklesu —Bi? mechanické energie zptisobeného tlumici silou timérnou kvadratu rychlosti se
jesté na zméné F podili budici sila prostiednicvtim ¢lenu F§** cos(Qqt + ¢a)i. Ze zdkladniho
kurzu fyziky vime, ze vykon sily je roven skalarnimu soucinu sily a rychlostiﬂ Na rozdil od
vykonu tlumici sily, ktery je vzdy zaporny a tudiz vzdy zptsobuje pokles mechanické energie,
vykon budici sily je nékdy zaporny, jindy kladny.

Pro vétsi nazornost ukazeme casovy pribéh mechanické energie bez souvislosti s budici a
tlumici silou a navic jen pri ustaleném déji. Podle je vychylka nucenych kmit popsana
funkci

z(t) = Ap cos(Qat + pa — 0), (2.136)

kde amplituda A, a fazové zpozdéni —6 nucenych kmiti jsou dany vztahy (2.128)) a (2.133)).
Rychlost je potom ziejmé

.’L‘(t) = —Ade Sin(th + @d — 9) (2137)
Zavislost mechanické energie (2.134)) na case tedy nalézame ve tvaru

E(t) = %mAI%Q?i sin?(Qat + @q — 0) + %k‘Ag cos?(Qat + @q — 0) =

- %mAf) [QF sin®(Qat + @4 — 0) + Q% cos®(Qt + pq — )] .

1Viz napi. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno 2013, kap. 7, vztah (7.48).
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.....

1 2 Q2 + Q(Ql 2 2
E(t) = imA} — [sm (Qat + pq — 0) + cos™(Qat + @q — 9)} -

2 _ ()2
_ o [sin®(Qat + pq — 0) — cos?(Qat + @q — 0)] } .

2
Vzhledem k tomu, Ze sin®a + cos’a = 1 a sin?a — cos®>a = — cos 2a, mechanicka energie
vychazi
E(t) = 1mA2 (0 + QF) + 1mA2 (9 — QF) cos(2Qt + 24 — 26). (2.138)

Tento vysledek tika, Ze mechanicka energie kmita s frekvenci 2(23 okolo konstanty urcené

prvnim ¢lenem. Tuto konstantu nazveme stredni hodnotou mechanické energie a oznacime ji
(E). Plati tedy
(E) = tmA2 (Q° + QF) .

Dosazenim za A, ze vztahu (2.128) dale mizeme psat

(Fs) @+

T T ey e

(2.139)

Vyjadieni veli¢in oscilujich okolo néjaké (obecné ménici se) trovné pomoci jeji stfedni hodnoty
byva vyhodné v pfipadech, kdy jsou oscilace nepodstatné nebo dokonce zanedbatelné. Tehdy
nam stfedni hodnota dava dobrou predstavu o tom, jakych typickych hodnot dana veli¢ina
dosahuje v urcitém casovém intervalu.

Na obr. je ukdzana zéavislost stiedni hodnoty mechanické energie (E) na tthlové frek-
cenci €)q budici sily. Podle oc¢ekavani vidime, ze vykon budici sily udrzuje nejvyssi hodnoty
(E) prfi buzeni frekvencemi blizko vlastni frekvence € a rezonané¢ni frekvence (2, oscilatoru
urcené vztahem (2.132)).

Zamérime-li se na specialni pripad, kdy 4 = €, tj. frekvence budici sily je pravé rovna
vlastni frekvenci oscilatoru, mechanicka energie vychazi takto:

(F5)*
2my?

E=(E)= (2.140)

Je tedy v tomto pripadé konstantni a jeji casova derivace je tudiz rovna nule. Podle ([2.135))
potom musi platit

Fe cos(Qt + ¢q) = Bi* = Fcos(U + ¢q) = Bi.

Zmamena to, ze vykon budici sily v kazdém okamziku presné kompenzuje energiovou ztratu
v disledku ptisobeni tlumici sily. Toho 1ze dosahnout jediné tehdy, kdyz budici sila ma stejnou
fazi jako rychlost oscilatoru. Po dosazeni za z z (2.137)) dale dostavame

F§** cos(Qt + ¢q) = —BAQsin(Qt + pq — 0).
Podle (2.133)) v tomto piipadé déle plati, ze —0 = —m /2, takze

F5*t cos(QU + @q) = —BAQsin(Qt + g — 7/2) = BA,Q cos(Qt + ¢q).
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Obrazek 2.17: Grafy zavislosti stfedni hodnoty mechanické energie (E) buzeného oscilatoru
na thlové frekvenci 24 budici sily pro rtzné hodnoty ~/2. Zbyvajici parametry jsou nastaveny
stejné jako na obr. .15, tj. Q = 4rs™! = 12,5757, m = 1kg, F$ = 10N. Plna kiivka
odpovida i stejné hodnoté v/2 = 2Q/9 = 0,22 a jsou pro tento piipad ukdzany hodnoty (F)
pro 4 = /2 (modfe) a Qg = 2§ (Cervene).

Kdyz Q4 = 2, pro amplitudu A, nucenych kmit potom plati

B Féext B F(;;xt
- BQ maQY

coz ostatné jiz predpovida vztah .

Na obr. vidime ¢asové vyvoje nucenych kmiti x(¢), budici sily F***(¢) a mechanické
energie F(t) pro rizné hodnoty budici frekvence 4. V§imame si rostouciho fazového zpozdéni
x(t) za F'(t) se zvétsujici se Qq. Pii nizké budici frekvenci je vychylka nepatrné zpozdéna
za budici silou, viz graf nahofe vlevo. Prosttedni dvojice grafii ukazuje piipad, kdy €2q = €.
Nucené kmity z(t) jsou zpozdény za F***(t) pfesné o m/2 a mechanickd energie F je konstantni,
jak rika vztah . Pti vysoké budici frekvenci jsou jiz kmtity zpozdény témér o 7, viz graf
dole vlevo. Vechna tii uvedend fazova zpozdéni lze vidét na obr. 2.16]

AP

2.5.3 Buzeni silou sloZenou ze dvou harmonickych prispévku

Predpokladame, ze primét budici sily do osy z je urcéen souc¢tem dvou harmonickych prispévka
o rznych uhlovych frekvencich 24 a 4 9:

Fext (t) = FleXt COS(Qth + SOd,l) + F;Xt COS(Qth + god’g), (2141)

kde F{™* a F5** jsou (realné) amplitudy a pq1 a a2 pocateéni faze kazdého z obou piispévkd.
Mame tedy fesit pohybovou rovnici (2.95)) na str. ve tvaru

i+ i+ Q%2 = F cos(Qait + pa1) + F5* cos(Qaat + ©a2)- (2.142)

Pokud by byl tlumeny harmonicky oscilator buzen pouze jednim nebo druhym z obou
prispévki, potom bychom bychom méli touz pohybovou rovnici pro kazdy pripad zvlast ve
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Obréazek 2.18: Sloupec vlevo: Grafy ¢asového vyvoje nucenych kmita z(¢) podle (2.136) (plna
¢ernd kiivka) a pramétu F**(¢) budici sily do osy = podle (2.130)) (pferusovand modré kiivka).
Sloupec vpravo: Grafy zavislosti mechanické energie F na ¢ase podle (2.138) (plné fialova

kiivka) s naznac¢enymi stfednimi hodnotami (E) podle (2.139). Parametry jsou nastaveny
stejné jako na predchozich obrazcich: Q = 4ms™!, v/2 = 2Q/9, m = 1kg, F** = 10N,

wa = —n/2. Frekvence budici sily ma hodnoty Q4 = Q/2 (horni dvojice graf), 2q = 2
(prostfedni dvojice grafii) a Qg = 22 (dolni dvojice grafi).

tvarech

1+ yr + O%r, = Pt cos(Qq 1t + Ya1), (2.143)
By + ydg + QPry = F5* cos(Qaat + Pd.2). (2.144)
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Jejich fesenimi jsou podle (2.122)) na str. funkce

Fxt o cos(Qaat + waq — 01)

x1(t) = Ay exp(—t/2)sin(Q't + ¢1) + - = (2.145)

\/ Q2 —03,)" + (YQ41)

Fsxt Qqot -0

o(t) = A exp(—t/2) sin(Vt + ) + cos(§lazt + L ) (2.146)

" \/ Q2 — 03,)" + (10,)°

kde
0 ¢ (92_93”) 0 ¢ (QQ_Q?”> (2.147)
= arcco _, = arcco —_— ], .
! s WQdJ ? & '7Qd,2

jak k4 vztah (2.129) na str.[166] Secteme-li ob& pohybové rovnice ([2.143) a (2.144)), dostévame

Zi‘l + i‘g + ’}/(l’l -+ I1> + QQ(xl + (L’Q) = FleXt SiIl(Qth) + F;Xt SiIl(Qd,lt).

Vzhledem k tomu, Ze derivace souc¢tu funkci je rovna souc¢tu derivaci funkci, mizeme tuto
rovnici dale prepsat takto:

d2

D (21 + 29) + Q* (21 + 72) = F sin(Qq1t) + F5* sin(Qq.1t).

(21 + 22) + 7
1 2 th

Porovnanim tohoto vysledku s pohybovou rovnici (2.142)) zjistujeme, Ze pro jeji FeSeni musi
platit

Fext Q .
= Ay exp(—t/2) sin(Qt + ¢1) + — cos(Qaqt + a1 — bh)

" \/(Q2 —03,)° + (10a,1)”
Fgt cos(Qaat + pa2 — 02)

" \/Q2 02,)" + (102)°

_|_

+ Agexp(—7t/2) sin(Qt + ¢o) + (2.148)

Tento vysledek fika, Ze budici sila tvofend souctem dvou harmonicky kmitajicich
prispévki o riznych amplitudach a thlovych frekvencich zpiisobi ustalené kmity rovné souctu
ustalenych kmitd buzenych kazdym prispévkem zvlast. Tomuto zévéru se nékdy ¥ika princip
superpozice a je disledkem toho, ze pohybova rovnice ma tvar linedrni diferencialni
rovnice (linedrni kombinace feSeni je opét jejim FeSenim).

Zatim se nam v TeSeni objevuji 4 konstanty A, As, ¢1 a ¢9, avsak vime, ze ke
splnéni poc¢atecnich podminek z(0) = zg a £(0) = vy jsou tieba pouze 2 integracni konstanty.
Redukce poc¢tu konstant automaticky plyne z toho, Ze souc¢et dvou harmonickych kmiti s riiz-
nymi amplitudami a pocatecnimi fazemi ale se stejnou frekvenci lze vyjadfit pomoci jednoho
harmonického kmitu:

Apsin(Qt + ¢1) + Ao sin(Qt + ¢o) = Asin(Q't + ¢),

kde

Ay s Ao si
A:\/A%+A%+2A1Alcos(¢2—¢l)’ ¢_amtan( 1 sin ¢y + Qsmgbz)

Aj cos ¢ + Ag cos ¢
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Reseni (2.148) tedy mutzeme zapsat ve tvaru se dvéma integracnimi konstantami A a ¢ nasle-
dujicim zptisobem:

Fext Q ¢ o 0
z(t) = Aexp(—~t/2)sin(Qt + ¢) + cos(Qa1t + wa1 — 01) N

" \/ @ —03)° + (1,)°
FEXt COS(Qd Qt + gOdQ — 92)

@2 = 08,) + ()

Zaméime se pouze na ustaleny dé€j, ktery nastava po takové dobé, kdy je hodnota funkce
exp(—vt/2) jiz ,velmi mald“, jak jsme popsali v pfedchozim odstavci na str. m Potom se

feSeni (2.149) zjednodusuje na tvar
Fth COS(Qth + Sod,l — 91) 4 F;Xt COS(Qth + §0d72 — 92)

(2.149)

x(t) = 2.150
v i \/(Q2 - 93,1)2 + (1) " \/(Q2 - 93,2)2 + (19,2)? ( )
Podobné jako v pfedchozim odstavci ozna¢me vyrazy
Apq = P . Ape = e (2.151)
m\/<92 - 93,1)2 + (7Qa,1)” m\/(QQ - 93,2)2 + (190,2)"
a tedy nucené kmity miizeme potom napsat takto:
z(t) = Ap1cos(Qaqt + a1 — 01) + Apacos(Qa ot + @a — 6s). (2.152)

Amplitudy F™* a F§** a poatecni faze ¢q1 a a2 popisujici oba harmonické p¥ispévky
budici sily muzeme volit libovolné. Pro nazornost zadejme tyto konstanty tak, aby
platilo

Ap71 = AP:Q = Ap, ©Yd,1 — 01 Pd,2 — 02 =0. (2153)

Potom
x(t) = Apcos(Qant) + Ay cos(Qaat). (2.154)

Pomoci goniometrického vzorce cos a+ cos 5 = 2 cos[(a+ 3) /2] cos[(a — 3) /2] tuto funkei déle
prepiSeme na tvar

Q Q Qa1 —Q
x(t) = 24, cos <% t) Ccos (% t) . (2.155)

Nucené kmity jsou tedy rovny soucinu funkce kosinus kmitajici s aritmetickym primérem
obou frekvenci {147 a {142 a funkce kosinus kmitajici s polovinou jejich rozdilu. Vysledkem
jsou tzv. zdznéje nebo rdzy, kdy amplituda nosné frekvence (241 + €242)/2 je modulovana
s podstatné nizsi frekvenci (241 — 4,2)/2. Na obr. je ukdzan casovy pribéh prikladu
nucenych kmitid v podobé takovych zaznéj.
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ool Acos(@,, ) A cos(Q, ) S0l | (Qu Q)
of J} My 1l

o MM AABACARRN < A

081 1 1

-20 -201 27 J(Q5=Qy 1)
10 12 14 16 18 20 10 12 14 16 18 20

Obréazek 2.19: Grafy casového vyvoje nucenych kmitt z(¢). Plati Qq1 = 3,87s™!, Qqo =
42757t a A, = 10cm. Vlevo: z(t) podle (silnd Seda kiivka). Jsou ukazany funkce
A, cos(Qq1t) (tenka Cervend kiivka) a A, cos(Qq0t) (tenka fialova kiivka). V oblastech pod-
barvenych bile jsou obé funkce ve fazi a tudiz amplituda vyslednych kmitt se blizi 2A,.
V oblastech podbarvenych Sedé maji fazi opacnou a amplituda vyslednych kmiti se blizi nule.
Vpravo: z(t) podle (2.155) (silna ¢erna kiivka). Jsou ukazany funkce £2A, cos[(Qq,1 —Qa,1)t/2]
(modré prerusované kiivky).

Mechanicka energie

Casovou derivaci vychylky z(t) popsanou funkei ([2.152)) dostavame okamzitou rychlost télesa
m:

l’(t) = —Ap,1Qd71 Sin(Qth + ©Yd,1 — 91) — Ap,2Qd,2 sin(Qth + Pd,2 — 92) (2156)

Mechanickou energii

pak mizeme vyjadrit takto:

= —m { p182418I0(Qq, 1t + a1 — 01) + Ap2Qa2sin(Qast + Qa2 — 92)]
+ QQ [Ap’l COS(Qd’lt + ©Yd,1 — 61) + APQ COS(Qth + Pd2 — (92)] } s

odkud dale po vyjadifeni kvadratt hranatych zavorek:

E(t) = %m [A§,1Q?1,1 SiIlQ(Qd?lt + ¥Yd,1 — ‘91) + A?)’QQ(QLQ SiH2(Qd72t + Pd2 — 82)+
+ 2Ap lAp de le 2 sin(Qd 1t -+ ©Yd1 — 91) sin(Qd,gt —+ Pd,2 — 92) +
+ A2 2 cos (Qd 1t + a1 —01) + A2 ,Q? cos (Qdygt + Qa2 — 02) +
+ 2Ap71Ap7QQ COS(QthL + Ya,1 — ‘91) COS(Qd?Qt + Qa2 — 92)] .
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Budeme sledovat kroky podobné tém, které vedly ke vztahu (2.138)). Nejprve nékteré cleny
v hranaté zavorce vhodné prepiseme, takze dostavame

1 2 0?2 + Qg 1 7.2 2
E(t) = 3m APJT’ [sm (Qaqt + pa1 — 1) + cos* (a1t + wa1 — 61)] —

A2 ¥ in2(Qq ¢ 0 2(Qy 0
- p,lT[Slﬂ( a1t + a1 —61) — cos®(Qaqt + @a1 — 1)} +

02 + 93’2 [

+ A, sin*(Qaat + Qa2 — 0a) + cos®(Qaat + a2 — 62)] —

92 _ Q2
- A§,2—2 22 [sin®(Qq ot + a2 — b2) — cos*(Qaot + @ao — 0a)] +
+ 2Ap71Ap72 [QdJQdQ sin(Qth + Pd,1 — 91) sin(Qth + Qa2 — 92>—|—
+ 9% cos(Qaat + a1 — 61) cos(Qaal + wa2 — 0a)] } -

Uzitim sin® o + cos?a = 1 a sin? o — cos? a = — cos 2« lze déle tento v§raz zjednodusit:

02+ Q3 0?2 — Q3
E(t) = %m {A§71—2 d1 + AIQ)JT(M COS(QQth + 290d,1 — 291)+

2403, 02— 02,
p’ZT7 12)7277 COS(2Qd’2t + 2(‘0(1’2 — 202) +
+ 2Ap71Ap,2 [QdJQd’g SiH(Qth + Pd1 — 91) Sil’l(Qd,gt + ©Pd,2 — 92)+

+ QQ COS(Qd71t + Pd1 — 91) COS(Qth + Pd,2 — 02)} } .
Opét zde nachézime konstantni ¢leny urcujici stfedni hodnotu mechanické energie
(B) = ImA2, (9% + Q%) + 1mA2, (0 + Q3,) (2.157)

a .kmitajici“ cleny, které popisuji oscilace E(t) okolo (E). Dosazenim za A, a Ay2 z (2.151))
muzeme stfedni hodnotu mechanické energie vyjadrit v nasledujicim vysledném tvaru:
P G R i N (o v R Ul (2.158)
= 2 2 . .
dmo (2 - Q3,)" + ()’ dm (2 - Q3,)" + (2)°

Porovnanim toho vysledku se vztahem ([2.138)) pro stfedni hodnotu mechanické energie osci-
latoru buzeného harmonickou silou s jedinou frekvenci mizeme ucinit zaveér, ze

(E) = (E1) + (Ea), (2.159)

kde (FE4) je stfedni hodnota mechanické energie oscildtoru buzeného harmonickou silou kmi-
tajicl s frekvenci {24 ; a (E») stfedni hodnota mechanické energie oscilatoru buzeného harmo-
nickou silou kmitajici s frekvenci (24 2. Objevili jsme tedy dtlezity zaver: plati aditivita stfedni
hodnoty mechanické energie.

2.5.4 Buzeni silou periodického priibéhu

Budeme se nyni zabyvat pohybem harmonického oscilatoru, ktery je buzen silou majici obecné
periodicky priitbéh s periodou 7. To znamend, Ze béhem jedné periody se x-ové slozka F°(t)
budici sily méni libovolné, pouze plati

F™(t) = F™'(t 4 7). (2.160)
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Pohybové rovnice (2.95)) na str. tedy jiz nabyva obecnéjsiho tvaru
&+ i+ QP = F™U(1). (2.161)

V Dodatku C na str. 248] je popsano, jak lze periodickou funkci vyjadiit pomoci nekonecné
fady, tzv. Fourierovy Tady, funkci sinus a kosinus. Vedeni vztahem (3.58|) na str. tedy
miizeme vnéjsi silu vyjadrit takto:

FoU(t) = FY§ + Z [F cos(2nart /7) 4 F5 sin(2nat/T)] (2.162)

kde FYY, FT5 a Fext jsou tzv. amplitudy, které ziskame nasledovné: amplitudu Ff urcime
pomoci Vztahu na str. m

ex 1 T ex
Yy = - /O F(t) dt, (2.163)
a dale pro ostatni amplitudy FT5 a F3} plati, viz (3.63) a (3.64) na téze strané:
2 T
pexe — 2 / cos(nrt /I ) dt (n=1,2,3,...), (2.164)
) T 0
2 T
F5t = —/ sin(2nmt/7T)F™(t) dt (n=1,2,3,...). (2.165)
b /7— 0

Pohyb oscildtoru buzeného silou rovnou sou¢tu dvou harmonickych p¥ispévki F{™ cos(Qq4 1t+
©a1) a F§¥* cos(Qa 2t +¢a2) s riznymi thlovymi frekvencemi 41 a 242 a riznymi po¢ateénimi
fazemi w41 a @q2 jsme popsali v piedchozim odstavci. To nas privadi zpét k tomu, Ze bychom
se mohli pokusit vyjadfit funkci F***(¢) pomoci souc¢tu obecné nekoneéné mnoha takovych
harmonickych prispévki, tj.

FU(t) =) F cos(Qut + ¢a.s). (2.166)
s=0
Porovnanim tohoto vztahu s Fourierovou fadou ([2.162)) dospivame k zavéru, ze plati
F&Y = Y, Qas =ms/T, ©Yas =0 (s =0,2,4,6,...), (2.167)

FseXt = F267)E§?+1)/27 Qd,s = 71—(8 + 1)/7—’ Pd,s = _7T/2 (S = 17 3’ 5’ 7’ o ) (2168)

Uhlové frekvence (24,5 jednotlivych prispévkl budici sily tedy jiz nejsou libovolné, ale vzdy se
rovnaji celo¢islenému nasobku 27 /7. Téz i pocateéni faze ¢q s jsou predem jednoznacéné dany.
Jak jsme jiz zminili, konkrétni prabéh funkce F**'(t) udavaji pouze amplitudy Ff3' a F3
podle vztaht (2.163)) az ([2.165]).

ProtoZe se nam podafilo piepsat funkci F**(¢) popisujici ptsobeni vnéjsi sily jako soucet
nekonec¢né mnoha harmonickych prispévka , mizeme primo urcit i feseni pohybové
rovnice . Vyraz na str. nas totiz k tomu pfimo vybizi, pricemz mame na
paméti, ze specidlné plati 239 = 0O:

£(t) = Aexp(—1/2) sin(@1 1 ¢) + 110 C(Sf”
) Z Fe cos(2mnt/T — 0,,) )
\/ Q2 — (2en/7)2? + (127n)7)?
F;’;t sin(2mnt/T — 6,)

(2.169)

m \/ — (2mn)7)2* + (v27n)7)?
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Fazové konstanty 6,, podle (2.147) na str. vychézeji takto:
0o = 0,

QQ —(2 2

0, = arccotg [ (2mn/7) } (n=1,2,3,...). (2.170)
~v2mn/T

Stejné jako v predchozim odstavci se zaméfime na ustaleny déj, tedy na pohyb buzeného

harmonického oscilatoru az od té doby, kdy funkce exp(—~t/2) je jiz ,velmi mald“. Potom
obecné teseni (2.169)) pohybové rovnice ([2.161)) prejde ve vyjadfeni nucenych kmiti

2(t) = FTy n f: e cos(2mnt/T — 6,) .
2
M \/ Q2 — (2mn/7)2) + (y27n/7T)?
Fext _
2.n sin(27nt/T — 6,) -
" \/ — (27n/7)? + (y27n)7)?

Budici sila s linearnim periodickym prubéhem

Abychom ukéazali konkrétni zavislost vychylky harmonického ocilatoru buzeného periodickou
silou, budeme naptiklad predpokladat, ze budici sila mé linearni pribéh s periodou 7. To
znamend, ze pro z-ovou slozku F°**(¢) budici sily plati

F™'(t) =Dt pro t e {0,7), F(t) = F*'(t + 1), (2.172)
kde D je konstanta. Nejprve vypocitame podle (2.163) amplitudu Fff(‘)t:

D = DT
Foy = Dtdt = : 2.173
w7 5l =% (2173)
A zbyvajici amplitudy podle (2.164) a (2.165)):
2 [T 2D 2nmt 2nmt in(2nwt i
et — _/ cos(@nt/7)Dt di = 2D cos(2nmt/7) + (2nmt/7) sin(2nwt/7)|"
’ T Jo T (2nm/T)? 0
=0 (n=1,2,3,...), (2.174)
2 (7 2D sin(2nwt/T) — (2nmt 2nmt/T) |
et — _/ sin(2nmt /7) Dt dz — 2D sin(2n7t/7) — (2n7t/T) cos(2nmt/7) _
’ 7 Jo (2nm/7)? 0
DT w123, (2.175)
= —— n= co ) .
nm ) Y Y
Vidime, Ze vSechny amplitudy F{=* pro n=1,2,3,... jsou nulové a velikosti amplitud \Ff’;f

klesaji nepfimo timérné s n. Funkm 2.172)) periodickou s periodou 7 tedy muZeme vyjadiit
pomoci Fourierovy tady (2.162)) ve tvaru
DT = Dt
F&U(t) = — — sin(2mnt 2.176
()= = X szt (2.176)

Podle (2.171)) jsou potom vychylky oscilatoru pfi ustaleném déji popsany nekonecnou radou

(2.177)

Dt = Dr sin(2mnt/T — 0,)
2mf} p \/ — (2mn/7) ] (727m/7')2
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Obréazek 2.20: Grafy ¢asového vyvoje z-ové slozky budici dily F°**(¢) (modré tenké kiivky)
podle a nucenych kmiti z(¢) (erné silné kiivky) podle (2.177)), zapo¢itdme-li pouze
koneény pocet ¢lent v suméach. Plati: D = 1Ns™!, 7 =25, Q = 47ws™!, v/2 = 2Q/9, m = 1kg.
Vlevo nahote: v obou sumach je zapocitano pouze prvnich 5 ¢lenii; vpravo nahote: prvnich 10
¢lent; vlevo dole: prvnich 20 ¢lenti; vpravo dole: prvnich 50 ¢lenti.

kde fazové konstanty 6, jsou urceny vztahy .

Vyjadieni funkei F**(t) a x(t) pomoci nekoneénych fad v nds moznd vyvolava otazku,
zda viibec mtzeme tento typ funkéniho pfedpisu néjak prakticky vyuzit. Jak jsme si vSimli,
amplitudy F;’,‘f se s rostoucim n blizi nule. Proto kazdy dalsi ¢len v obou fadach predstavuje
postupné vzdy mensi a mensi prispévek k celkovému vysledku. Predpokladame tedy, ze od
néjakého n jiz prispévky dalsich ¢lenti mizeme zanedbat a nekone¢nou fadu tak bude mozné
aproximovat fadou konecnou.

Na obr. jsou znézornény grafy ¢asového vyvoje F(t) podle a z(t) podle
(2.177) s tim, Ze zapocCitavame pouze kone¢ny pocet ¢lent v obou suméch. Je ziejmé, ze vyssi
pocet ¢lentt postupné vede k presnéjsimu vyjadieni linearni periodické funkce , Viz
modré tenké krivky. Avsak pretrvavajici drobné oscilace naznacuji, ze ani prvnich 50 ¢lent
jesté nestaci k ,uspokojivé* aproximaci, jak je zfejmé z grafu vpravo dole. Naproti tomu jiz
od prvnich 20 ¢lenti v sumé se vysledky témér nelisi, viz Cerné silné kiivky na obr.
vlevo dole a vpravo dole.

Vysvétleni téchto skutecnosti se nyni pokusime nastinit. Amplitudy F3} = —D7/(n7)
u funkeci sinus v sumé popisujici budici silu se blizi nule s rostoucim n nepfimo tmeérné.
Je tedy zapotiebi vzit opravdu ,velké mnozstvi“ ¢lent sumy, aby byla funkce F*'(t) vyjadrena
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s dostate¢nou presnosti. Rikdme, Ze fada (2.176)) konverguje pomalu.
Zatimco funkce sinus v sumé ([2.177)) jsou vynasobeny amplitudami

1
Apn =

| (2.178)
nam \/ — (2mn/7T) ] + (727?71/7)2

nucenych kmiti pro kazdou z budicich frekvenci Qq4, = 27n/7. Pfipomenme vztah
na str. [I66] jemuz odpovidal graf na str. [I68] pro amplitudu A, budicich kmitt o jedné
budici frekvenci €24. Tam jsme vidéli, Ze s rostouci (24 se téz A, snizuje a to dokonce kubicky.
Rychlejsi klesani prispévkia ¢lentt v sumé ma tedy dvoji puvod: s rostoucim n
se amplitudy F;’,ff blizi nule (stejné jako v sumé ), ale navic se zvysujici se budici
frekvenci Qg ,, se dale jesté blizi nule samotné amplitudy A, ,, nucenych kmiti, viz druhy zlomek
v . Proto mﬁieme ve vztahu (2.177)) ,dostatecné presné“ pocitat s podstatné méné cleny
nez ve vztahu . Rekneme tedy, Ze fada (2.177) konverguje rychle. Tyto uvahy je vidy
vhodné provédet abychom mohli ve vypoctech efektivné zanedbavat nevyznamné c¢leny.

Mechanicka energie

Zamérime se na mechanickou energii tlumeného harmonického oscilatoru buzeného silou peri-
odického pritbéhu, avsak pouze na jeji stfedni hodnotu (E). Na konci predchézejiciho odstavce
jsme dospéli k zavéru, ze plati jeji aditivita, viz vztahy (2.157)) — (2.159) na str. Vzhledem
k tomu, ze nyni je budici sila tvofena nekonec¢né mnoha harmonickymi piispévky s tthlovymi
frekvencemi g, = 27n/7, stfedni hodnotu mechanické energie vyjadiime nekone¢nou fadou

u>|>~

- 1 A2 2 ? 0 + (27?71/7')2
; M Ao (@ + Q Z (mrm) Q2 — (270 /7)2% + (v27n/7)*

n=1 n=1

Zbyva jesté pridat prispévek ,nultého* konstantniho ¢lenu v (2.177))

2 2
1 Dt _ 1,02 Dt _ (DT)Q.
27\ 2m0? 2 2m§)? 8m)?

Stfedni hodnota mechanické energie pak vyjde

_'_ Z 4m ’I’L’YT QZ - (27‘-”/7—)2 ’ (2179)

(E) 877192 — (2mn/7)? + (v2mn/7)?

Abychom zjistili, jak rychle tato fada konverguje, vyjadiime prvnich nékolik souc¢tt kone¢né
rady
(DT)? N Z Dr)? 0% + (2mn/7)*
8mQ? L dm(nm)? [Q2 — (27 /)2 + (y2mn/7)’

(2.180)

pro piipad popsany na obr. [2.20, tj. plati: Q = 4ws™! ~v/2 = 2Q/9, m = 1kg, 7 = 25,
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D =1Ns™"
él;gj = 3,1662mJ,
Ve ni; 47%:)2 o (27m/7-()§]7r n/T(?yQﬂn/T)Q .
N=10 ;Szgj 2475@1?;;2)2 Q2 — (27rn/7'§§]7r n/T()wm/T) = 218T6mJ,
V=20 gﬂlgz " i 47(711?;;2)2 Q2 — (27m/7()§]7m/7()727m/7)2 - ot
V=50 gj{ij gt 47537:;2)2 [Q2 — (27rn/7'§§]7r n/T()yzm/T) = 2 19ldm).

Opét vidime, ze jiz prvnich 20 ¢lent fady (2.179) dava vysledek, ktery se ,,pfilis“ neméni,
pridame-li ¢lend vice. Tato fada tudiz konverguje rychle. Stfedni hodnotu (F) proto muzeme
s ,dobrou“ aproximaci vyjadrit konecnou fadou (2.180)), kde N = 20.

2.5.5 Buzeni silou obecného prubéhu

Ma-li budici sila zcela obecny priibéh, neni vyhodné nadéle vyuzivat Fourierovych rad. Ukazeme,
ze lze takové ulohy fesit, avSsak pro zachovani vykladu pouzivajiciho ne prilis komplikovanych
matematickych vyjadieni budeme predpokladat zanedbatelnou odporovou silu, neboli v = 0.
Pohybova rovnice na str. je pak néasledujici:
B ljext(t)
=—

i+ Q% (2.181)

Tuto diferencidlni rovnici druhého radu lze totiz prevést na diferencialni rovnici prvniho fadu
a to pomoci nésledujici substituce. Zavedeme novou komplexni funkci v(t) v tomto tvaru:

v=1+iQx. (2.182)

Znamena to, ze realna ¢ast této funkce je pfimo rovna okamzité rychlosti télesa m, zatimco
imaginarni ¢ast je rovna jeho okamzité vychylce vynasobené vlastni tthlovou frekvenci harmo-
nického oscilatoru. Neboli

Im{v(t)}

x(t) = q (2.183)
z(t) = Re{v(t)}. (2.184)

Z (2.182) vyplyva, ze Casova derivace v(t) je ddna vztahem
v =1+ iz, (2.185)

a proto muizeme psat
U —iQv = F +iQd — iQd + Q%2 = & + Q2.

Porovnani tohoto vysledku s levou stranou pohybové rovnice (2.181)) mtizeme pohyb buzeného
harmonického oscilatoru vyjadrit rovnici

}wext(t)

m

v — i = (2.186)
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Tim se nam opravdu podarilo pohybovou rovnici pfevést na diferencialni rovnici prvniho fadu.
Po nalezeni jejiho feSeni v(t) s poc¢ateéni podminkou

v(0) = v(0) 4+ iQx(0) = vy + Qg (2.187)

muzeme ihned vyjadrit vychylku x(¢) pomoci (2.183)) a rychlost #(¢) pomoci (2.184]). Nyni
ukazeme, ze rovnice (2.186)) bude mit feSeni ve tvaru

v(t) = Vi(t) exp(i2t), (2.188)
kde V. () je zatim neznama komplexni funkce realné proménné ¢. Derivaci dostavame
o(t) = Vi (t) exp(it) + iV, (t) exp(iQt) (2.189)
a obé funkce v(t) a (t) dosadime zpét do ([2.186|):

V(1) exp(iQ) + 1OV, (1) exp(i) — iV, (1) exp(it) = L)

m

Druhy a tfeti ¢len na levé strané se vyrusi a po vyndsobeni rovnice vyrazem exp(—i{t) dosta-
vame Fes() i)
. (L) exp(—i€2

Integraci jiz ziskdvame navod jak urcit nezndmou funkci V/, (¢)
1
Vi(t)=— /Fe"t(t) exp(—iQt) dt (2.190)
m

s podéatecni podminkou (2.187))
Vi (0) = v(0) = vy + iQ2zo, (2.191)

nebot podle (2.188) plati v(0) = V. (0).

Nulova budici sila
Pojdme se nejdiive ujistit, zda vSechny nase dosavadni kroky byly spravné. Bude-li
F™'(t) =0,

tzn. jde-li o vlastni kmity netlumeného harmonického oscildtoru popsané v odst.[2.2|na str. [I38]
rovnice (2.190) s pocatecni podminkou ([2.191)) fika:

Vi (t) = Vi (0) = v + iQa, (2.192)

neboli V, (t) je v tomto pfipadé konstantni funkci. Potom podle (2.188]) je feSenim rovnice
(2.186)) s nulovou budici silou a poc¢atecni podminkou (2.191)) funkce
v(t) = (vo + iQxg) exp(iQ2t) = (vo + iQz0) (cos Qt + isin Qt) =
= g cos 2t — Qg sin Qt + 1 (vg sin Qt + Qg cos Q) .

Vztahy (2.183) a (2.184)) ndm potom ihned udavaji okamzitou polohu a rychlost télesa m:

I t
x(t) = %()} = % sin Qt 4+ x cos Qt,

z(t) = Re{v(t)} = vocos Qt — Qg sin Q.
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Vidime, ze funkce @(t) je vskutku derivaci funkce z(t). A déle, zavedeme-li namisto dvou
realnych konstant zy a vy jiné dvé realné konstanty A a ¢, pro néz plati

To = Asin ¢, %:Acosgb,

potom uzitim goniometrickych vzorct sinacosf + cosasinf = sin(a + §) a cosacosf —
sin asin 8 = cos(a + ) nakonec dostavame

x(t) = Asin(Q + ¢), (2.193)
(t) = QAcos(Q + ¢). (2.194)

Tento vysledek jsme jiz mnohokrat obdrzeli, viz napf. (2.14]) a (2.15]) na str. m

Konstantni budici sila
Déle se vénujme piipadu konstantni budici sily
F™(t) = my,

tedy netlumenému harmonickému oscilatoru v tihovém poli. Touto problematikou jsme se
zabyvali v odst. na str. (158 Podle (2.190)) a (2.191)) dostavame

ig

V() = / gexp(—i0) dt = & exp(~i62) + vy + 10— 3, (2.195)

pficemz se ujistujeme, Ze plati pocateéni podminka (2.191)). Funkci v(¢) potom ziskdvame

uzitim vztahu (2.188)):
v(t) = 9 exp(—iQt) + vy + 1Qxy — 9 exp(iQt) = Y v + i1Qxg — u exp(iQt) =
Q Q Q Q
_ g , ig o _ 9 :
=q + (vo +1Qxy — 5) (cos Qt +1sin Q) = vy cos QU + (5 — on) sin Qt +

+ 1 |:U0 sin 2t + (on — %) cos 2t + %} )

Pomoci (2.183)) a (2.184) nakonec ur¢ime okamzitou polohu a rychlost:

 Im{v(t)} v | g g
z(t) = —a = asmﬂt%— (xo — @) cos Ot + Rk

&(t) = Re{v(t)} = vocos Qt + (% — Qx()) sin Q.

Opét se mizeme presvédCit o tom, ze funkce @(t) je derivaci funkce z(t). Dale zavedeme
namisto o a vy nové konstanty A a ¢, pro které plati

g . Vo
xo—ﬁzAsmgb, 5=ACOS¢.
Potom
2(t) = Asin(Qt + ) + %, (2.196)
z(t) = QAcos(Q2 + ¢), (2.197)

nebot % = k/m. Stejny vysledek piedstavujf vztahy (2.103) a (2.104) na str. [160] polozime-li
v =0.
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Harmonicky kmitajici budici sila
Budici silu, ktera kmita harmonicky, popiseme funkci
Fe"t(t) = ngt cos(Qqt + pa),

kde F§** je (redlnd) amplituda, Qq thlova frekvence a ¢q je faze budici sily, viz (2.110) na
str. [162] Funkei V, (¢) potom nalezneme podle ([2.190) ve tvaru

1
Vi(t) = . / F$* cos(Qqt + ¢q) exp(—iQt) dt =
F&tiQ cos(Qat + ¢a) — Qa sin(Qat + ©q)

= SE—sy exp(—iQ2t) +
. EFS¥YiQ cos g — Qg sin
+ g+ Qg — 2 ‘é‘; — #d (2.198)
d

spliiujicim poc¢atecni podminku (2.191)). Z (2.188)) dale plyne funkéni piedpis funkce v(¢):
) F§iQ cos(Qat + @q) — Qa sin(Qqt + ©q)
U =
m 02 -02
F§<* Qg sin g — i cos ¢q } .
exp(iQt) =
02— 02
F§iQ cos(Qat 4 pa) — Qa sin(Qat + @q)
2 2 +

exp(—iQt)+

+ vo +iQxg —

F§* Qqsin g — 182 cos pq
02— 02
F& Qg 8in g F$* Qcospq \ . F& Qqsin(Qqt + ¢q)
= (’UO— m cos Ut — QQZ’D—F m W sin Qt — m 92_93

: F* Qqsingpq . Fg** Qcos g Fgt 2 cos(Qat + ¢a)
—+—1|:(”U0— m m Sant+ QZL'()‘I‘ 02 le COSQt+ m Qz—Q?i

A vztahy (2.183)) a (2.184) nam pak uréuji x(t) a &(¢):

oy = 00}

vo  FF Qqsingg ) . F§** cos ¢q F§* cos(Qat + ©a)
== Ot Ot
(Q mQ 2oz )T T S ) O T T T e
#(t) = Re{v(t)} =
F&* Qg 8in g Fs** Qcospq \ . F&*t Qqsin(Qat + @q)
(vo — 2o 02 cosQt — | Qxg + — ey Qﬁ sin Qt — - P2 )

+ {vo +iQxy — } (cos Qt +1sin Qt) =

Nakonec zaménime konstanty xg a vy za A a ¢, pro které nyni plati

F§* Q cos _ F&*t Qg sin
Qg+ — R gg = Asin ¢, vy — g;—g;—/lcosgb.
Odtud
F§& cos(Qat + q)
z(t) = Asin(Q + ¢) + Pz (2.199)
F& Qg sin(Qqt
i(t) = QA cos(Qt + ¢) — L0 SLasin(Sal + oa) (2.200)

2 -3
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Vysledek (2.199) je totozny s (2.119) na str. , pokud polozime v = 0. Vsimnéte si, ze
v disledku nulového tfeni vlastni kmity Asin(Q + ¢) oscilatoru nevymizi, a tudiz neexistuje
ustaleny déj. A dale amplituda kmiti roste nade vsechny meze, kdyz 24 — €.

Linearné rostouci budici sila

Nyni budeme predpokladat, ze budici sila linedrné roste podle funkce
F™'(t) = Dt, (2.201)

kde D je (redlnd) konstanta. Podle (2.190) a poc¢atecni podminky (2.191) bude funkce V()

nasledujici:

DiQt+1

1 ) . .
Vi(t) = - / Dt exp(—if2t) dt = ¥ exp(—iQt) 4+ vy + iQxy — — (2.202)
Podle (2.188) potom funkce v(t) vyjde ve tvaru:
Dit+1 : . D :
v(t) = [E 02 exp(—iQt) + v + iz — mQQ} exp(iQt) =
DiQt+1 . D .
= + (vo +iQxy — mQ2> (cos Qt +1isin Q) =
D D :
=7 + (vo — m§22> cos Qt — Quqsin Qt +
Dt D
+1i [m + <vo — W) sin Qt + Qxg cos Qt} : (2.203)
Vychylka x(t) a rychlost &(t) jsou potom
_ Im{v(t)} Dt Vo D .
x(t) = a = + o o) S Qt 4 x cos 2, (2.204)
: D D :
x(t) = Re{rv(t)} = — + | vo — — | <08 Ot — Qg sin Qt, (2.205)

viz vztahy (2.183)) a (2.184)).

Nyni provedeme tivahy o stfedni hodnoté podobné tém, které jsme ucinili v pripadé tlu-
menc¢ho oscildtoru buzeného harmonickou silou, viz odst. na str. [I68 Vidime, ze obé
veli¢iny obsahuji ¢leny s goniometrickymi funkcemi popisujicimi oscilace i ¢leny bez nich,
které vyjadiuji stfedni hodnotu, okolo nichz kmitaji. St¥edni hodnoty (x) a (i) jsou tedy
rovny piislusnym c¢lentim bez funkei sinus a kosinus:

()= (2.206)
(&) = ml?p. (2.207)

Vztah fika, ze se stfedni hodnota polohy (x) rovnomérné pfemistuje v kladném sméru
osy x. To se déje v dlisledku linearniho pribéhu budici sily . Miizeme si vzpomenout na
pripad, kdy konstantni budici sila zptisobuje konstantni posun stfedni hodnoty polohy télesa
z rovnovazné polohy, viz vztah pro harmonicky oscilator v tihovém poli.
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Stfedni hodnota rychlosti (&) podle je samoziejmé rovna ¢asové derivaci (). Neni
prekvapujici, Ze pro harmonicky oscilator v tthovém poli (konstantni budici sila) je stfedni
hodnota rychlosti nulova, jak vidime ve vztahu (2.197)).

Vénujme se samotnému pohybu harmonického oscilatoru buzeného linearné rostouci silou

(2.201]) a predpokladejme tyto pocatecni podminky:

2(0) = o, #(0) = vy = 0. (2.208)
Vychylka (2.204) a rychlost (2.205)) budou v takovém piipadé
Dt D
x(t) = TR sin Qt + x cos Qt, (2.209)
D
z(t) = - cos Qt — Qg sin Q. (2.210)

 om2 m0O2

Na obr. vlevo jsou ukdzany grafy funkci F**(¢) (modré tenkd kiivka) a x(t) (Cernd
silnd kfivka) spolu s (z) (¢erné ¢erchovana ¢ara). Hodnoty konstant byly nastaveny stejné jako
v piipadé na obr. [2.20] str. Vzhledem k tomu, Ze nyni je ttlum nulovy, amplituda vychylky
se s ¢asem neméni. Na obr. vpravo je graf rychlosti @(t) (¢erna silna prerusovana kiivka)
a (&) (Cernd Cerchovana ¢ara).

F(t) (N)
\
=\
2(t) (cm)
cm/s)
~—~—
l’
=
—
—

Obrazek 2.21: Vlevo: Grafy casového vyvoje z-ové slozky budici dily F***(¢) (modréd tenka
kiivka) podle vztahu (2.201)) a polohy z(t) (¢ernd silné kfivka) podle vztahu (2.209). Stfedni
hodnota vychylky (x) uréena funkci je také naznacena (¢erné cerchovand c¢éara). Plati:
D = 1Ns!', Q = 475!, m = 1kg, 29 = lcm. Vpravo: Graf rychlosti @(t) (¢erné silna
prerusovand kfivka) podle (2.210). Je téz ukézana jeji stiedni hodnota (i) = 6,3 mm/s (¢ernd
Cerchovand Cara), viz @

Mechanicka energie

Vyhledem k tomu, Ze funkce v(t) podle (2.185)) obsahuje vychylku x(t) i rychlost @(t) zaroven,
muiizeme mechanickou energii £ netlumeného harmonického oscilatoru buzeného obecnou silou
vyjadrit pomoci ni takto:

E = 1imi® + 1ka® = Imd® + im(Qx)® = im (Re{v(1)}* + Im{v(t)}?) ,
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protoZze k = mQ?. Vyraz v zévorce je viak vyjadienim kvadratu modulu komplexni funkce v(t),
viz Dodatek C, vztah (3.19) na str. [236] Proto miizeme mechanickou energii psat v obecném

tvaru
E = 1m|v(t)]. (2.211)

Funkce v(t) tu tedy ma vyznam jakési komplexni rychlosti.
Pro pfipad linedrné rostouci budici sily (2.201) mé v(¢) funkéni predpis ([2.203]). Mechanic-
kou energii (2.211)) pro tento pfipad tedy muzeme vyjadiit takto:

D D ok
m { [mQQ + (Uo — mQ2> cos Ut — Qxg stt} +
Dt D\ . ’
+ [m + (vg — mQZ) sin Ot + oncosﬁt} } .
Po dalsich tpravach ji nalezneme v tomto tvaru:
D \? D \? )
E=1im { (mQ2> (1+0%%) + (vo - mm) + (Qo)” +

2D D
+ e |:(U0 — mQQ) cos Qt — Qxg sith} +

2Dt D :
+ —q [(UO - W) sin Qt 4+ Qg cos Qt} } : (2.212)

E =

D=

Derivace E podle ¢asu je rovna okamzitému vykonu P, se kterym vné&jsi sila F**(¢) zvySuje
mechanickou energii oscilatoru, tedy

dE D%
P:E: mQQ+Dt |:<’U0—

D
mQQ) cos Ot — Qg sin Qt] )

Uzitim vztahi (2.201)) pro F*(¢) a (2.205) pro & pak mizeme P vyjadfit takto:

D D : ext .
P =Dt {mQZ + <v0 - mQQ) cos Qt — onsmﬁt] = F*(t) z.

Neboli vykon budici sily je roven sou¢inu F°**(¢) a rychlosti z, jak zndme ze zdkladniho kurzu
mechaniky, viz napt. D. Halliday, R. Resnick, J. Walker: Fyzika. 2. vydani, VUTIUM, Brno
2013, kap. 7, vztah (7.48).

Ve vztahu opé€t vidime, ze mechanickd energie obsahuje Cleny s goniometrickymi
funkcemi popisujicimi oscilace i ¢leny bez nich. Ty jsou zfejmé rovny stfedni hodnoté (F)
mechanické energie, a proto

(2.213)

D \? D \?
() ey (- ) s

Na obr. je zobrazena ukazka casového vyvoje mechanické energie F podle (2.212) a
téZ i jeji stfedni hodnoty (F) podle ([2.213)).
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1004 ﬂ

504 . 1 “ i
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2 3
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Obrazek 2.22: Casovy vyvoj mechanické energie F, viz vztah (2.212)), a stiedni hodnoty (E)
mechanické energie (tenkéd Cerchovand kiivka), viz vztah (2.213). Plati stejné hodnoty para-
metri jako na obr. m tj. D=1Ns', Q=4rs7!, m = 1kg, 29 = lcm, vy = Ocm/s.

2.6 Anharmonické kmity

Na samém zacatku této kapitoly v odst. na str. jsme uvedli, Ze kmitdni mechanické
soustavy vzdy nastava okolo takového bodu, kde potencidlni energie V' nabyva minima, a tento
bod jsme nazvali rovnovaznou polohou. Je-li V' funkeci jediné proménné z, pak vztahy a
(2.4) na téze strané miizeme vyjadrit nasledovné:

dv

—_— = 2.214
=l =0 (2214)

T=2xe

kde © = =z, je rovnovazna poloha. To, ze V() nabyva v bodé€ z, (lokdlniho ¢i globalniho)
minima, udava podminka
v

T3 > 0. (2.215)

T=Te

Na obr. je ukazan graf funkce V' (z) majici uvedené vlastnosti.

V()

A

Obrazek 2.23: Graf funkce V' (z) s minimem v bodé = = ..
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Dosud jsme pocitali s potencialni energii harmonického oscilatoru sestavajiciho z pruziny
o tuhosti k a télesa o hmotnosti m danou funkénim predpisem

Viarm (2) = Lka?, (2.216)

2

viz (2.6) na str. [I38) Odtud ndm vysla rovnovézna poloha z. = 0, jak ukazuje vztah (2.9) na
str. @L Skutecnost, ze jde o minimum, doklada nerovnost (2.215)):

d2 Vharm

dz?

T=Te

=k > 0. (2.217)

A kone¢né vratnou silu jsme vyjadiili vztahem (2.12) na str. [139}

tharm
dx
Zabyvejme se nyni pripady, kdy potencidlni energie V' nebude mit funkéni predpis (2.216)),
ale obecny tvar V(x) s tim, Ze v bodé z, nabyva lokalniho minima. Potom muzeme funkci
V(z) vyjadfit v okoli bodu z = x, pomoci Taylorova polynomu:

erat (LC) —

harm

— —kz. (2.218)

_ - - - _ 2
V(z) = V(ze) + | (x — xe) + 2 a | (x — xe)” +
1 &V , 1AWV \
- — — — — — cee 2.21
+ |, (x — 2)° + 2 it |, (x —z)" + (2.219)

Vzhledem k tomu, Ze v bodé z, ma funkce V' (z) minimum, druhy ¢len je automaticky roven
nule, viz (2.214)). Ozna¢me derivace vyssich fadi v bodé z, postupné

= —2mo d4_V
- ’ dat

A3V
=k —
’ da3

v

— = 6m, (2.220)

T=XTe

T=Xe T=XTe

kde m je hmotnost télesa. Potom pro dostateéné malé |z — z.| mizeme Sesty a dalsi ¢leny
Taylorova polynomu (2.219)) v ,, dobré“ aproximaci zanedbat, a proto
V(z) 2 V(ze) + 1k(z — z.)* — tma(z — z)® + tmpB(z — z.)". (2.221)

Na obr. je ukdzén graf funkce V' (z) spolu s grafy postupnych souétii uvedenych ¢lent.
Je ziejmé, ze pridavanim dalsich ¢lenti bude vysledek ,uspokojivé* odpovidat ptivodni funkci
V(z) ve stéle §irsim intervalu v okoli bodu z = ..

Vratnou silu dostaname z potencialni energie (2.221]) obdobné jako vratnou silu harmonic-
kého oscilatoru ve vztahu (2.218]):

V7 (z) = —% > —k(z — xe) + ma(z — z.)? — mB(x — x,)*. (2.222)
Vidime, ze konstanta V(x.) nemé na prubéh vratné sily vliv, a tudiz mize byt libovolna.
Lineédrni ¢len —k(z — x,) ndm pfipomind vratnou silu F\™ (x — x,) harmonického oscilatoru
s rovnovaznou polohou v bodé x = x,, jehoz pohyb je popsan harmonickymi kmity ,,posu-
nutymi“ o we: z(t) = x. + Asin(Qt + ¢). Dalsi ¢leny zfejmé udavaji, jak se vratna sila od
linearniho pribéhu lisi. Oscilatoru s nelinearnim pribéhem vratné sily fikdme anharmonicky
oscildtor a jeho pohyb se nazyva anharmonické kmity. Graf pribéhu vratné sily FY™(z) spolu

s grafy postupnych souctu ¢lent v (2.222)) je ukazan na obr. [2.25]
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Obréazek 2.24: Graf funkce V() s minimem v bodé = = z, s grafy postupnych sou¢tii ¢lent
v (2.221)). Clen odpovidajici kvadratické potencialni energii harmonického oscilatoru je zakres-
len cervenou kratce prerusovanou krivkou.

erat(x)
4 / \ ( \ 9
—k(x—z,) +ma(z—x,)°
~ \ ¢ \ f
\\
I \\/—k(x —z,)
- ~
\f\

—k(z—z,)+ma(z—z,)’—mB(z — x,) \ N

Obrazek 2.25: Graf funkce F¥**(x) s rovnovaznou polohou v bodé x = x.. Jsou téz ukdzany
grafy postupnych souctii ¢lenti v ([2.222)). Clen odpovidajici linearni vratné sile harmonického
oscilatoru je zakreslen ¢ervenou kratce prerusovanou carou.

Pohybovou rovnici anharmonického oscilatoru dostaneme tak, ze na pravou stranu pohy-

bové rovnice harmonického oscilatoru (2.223]) na str. napiseme vratnou silu podle (2.222]):
mi = FY"™(x) = —k(z — z¢) + ma(r — 1.)* — mB(x — )3,

odkud
i+ QP r —w0) — alz — 20)* + Bz — 2)* = 0. (2.223)

Protoze obecné feseni z(t) takové diferencidlni rovnice nelze vyjadiit koneénym poctem
elementarnich funkci, jako tomu bylo dosud, je tfeba hledat aproximativni postupy. Proto pro
tento ucel budeme v dalsich vypoctech predpokladat, ze

la(r — z,)| < 1Bl(z — 1.)* < Q% (2.224)
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To znamend, ze se F¥'*(x) ,piili§ nelisi“ od linedrni vratné sily F™ (z — x,) harmonického

harm

oscilatoru, a tudiz mtizeme Tici, Zze kmity jsou jen ,slabé“ anharmonické.
Jaky bude nas odhad feseni x(t) pohybové rovnice ([2.223))7 Vzhledem k tomu, ze stale jde
o kmity, funkce x(¢) je nadale funkci periodickou s periodou

Tan = 27 /Qan, (2.225)

kde €2, je zatim nezndma thlova frekvence anharmonickych kmiti, ktera se obecné mize lisit
od €. V Dodatku C na str. jsme popsali, ze 1ze periodické funkce vyjadiit nekone¢nou
fadou bazovych funkci i, vynasobenych amplitudami ai,. Funkci x(¢) nejprve vyjadiime
v komplexnim tvaru, a proto pouzijeme exponencidlni fadu s bazovymi funkcemi na
str. které nyni maji tvar

po(t) =1,
O1n(t) = exp(£i2nmt/Tan) = exp(£inQant) (n=1,2,3,...). (2.226)

Reseni z(t) pohybové rovnice (2.223) tedy podle (3.72) na str. predpokladame ve tvaru

x(t) = xe + ap + Z [a, exp(inQant) + a_, exp(—inQunt)] = e + ag + a1 exp(iQant) +

n=1
+ a_q exp(—iQant) + a2 exp(i2Qant) + a_2 exp(—i2Qunt) + a3 exp(i3Qant) +
+ a_3exp(—i3Qant) + a4 exp(14Qant) + a_g exp(—idQant) + ... . (2.227)

Cleny s indexy +1 odpovidaji zakladnim kmit@im s thlovou frekvenci Q.. Cleny s indexy 42
popisuji kmity s frekvenci 2€2,,, a proto se jim fika kmity s druhou harmonickou frekvenci.

Cleny s indexy 43 zfejmé zastupuji kmity s tieti harmonickou frekvenci atd.
Derivaci ([2.227) dale dostavame rychlost

B(t) = i > _ 1 [an exp(inQant) — a_, exp(—inQant)] . (2.228)
n=1

Abychom nésledujici vypocty vice zpiehlednili, jiz nyni zvolme pocatecéni podminky, a to
v nasledujicim tvaru:
z(0) = o, %(0) =0, (2.229)

neboli na zac¢atku ma oscilator nenulovou vychylku, ale nulovou rychlost. Uzitim téchto poca-
te¢nich podminek totiz z (2.228) a (2.227) ihned dostavame

2(0) = iQun » n(a, —a_,) =0,
n=1
z(0) = o + ap + Z (an +a_y) = xo.

n=1

Aby byla prvni podminka splnéna, musi platit
ap =a_, = A,/2 (n=1,2,3,...),

kde jsme zavedli nové realné konstanty A,. Ze druhé potom dale plyne

a0+ Y An =30 — Ze. (2.230)

n=1
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Predpokladané feseni (|2.227)) se tudiz jesté zjednodusi na tvar

2(t) = Te +ag+ Y _ an [exp(inQant) + exp(—in€uut)] =

n=1
= T+ ag + Z Ay, cos(nfant) (2.231)
n=1
a téz i rychlost:
B(t) = —Qan Y _ 1Ay sin(nQunt). (2.232)

n=1

2.6.1 Linearni vratna sila

Nejprve si ovétime, zda a za jakych podminek je (2.231f) feSenim pohybové rovnice pro har-
monicky oscilator, tj. pohybové rovnice ([2.223)), kdyz o = 8 = 0:

i+ Q% (x —x,) = 0. (2.233)

Druhé derivace ([2.231]) vyjde takto:

NE

i(t) =) (—=Q2n*) A, cos(nQupt). (2.234)

n=1

Po dosazeni (2.234) a (2.231)) zpét do pohybové rovnice (2.233)) pak dostavame

(—Q2.n%) Ay cos(nQant) + Pag + O Z Ay cos(nnt) = 0.

1 n=1

[M]#

n

Obé sumy muzeme vyjadrit sumou jedinou, z niz dale vypiseme prvni jeji ¢len:
0%ag + (92 -2 ) A cos(Qant) + Z A cos(nQuut) = 0.
n=2

Je zfejmé, ze leva strana bude vzdy rovna nule tehdy, kdyz
a0:O7 Qan:Q’ A2:A3:A4:-..207

pricemz amplituda A; zde predstavuje integra¢ni konstantu, kterou uréime z pocatec¢ni pod-
minky ([2.230)). Tim dostavame Teseni ve tvaru

z(t) = e + Ay cos(2t) =z + (ap — @) cos(€2t).

Tento vysledek odpovida vyjadieni kmitt okolo rovnovazné polohy x.. Napi. funkce na
str. m popisuje stejné kmity okolo rovnovazné polohy = = 0, kdyz dosadime ¢ = 7/2.

Miizeme usoudit, ze pro nenulova a nebo 3, tj. pro nelinearni vratnou silu, jiz ag a ampli-
tudy As, Az, Ay, ... kmit s vy$s$imi harmonickymi frekvencemi nebudou nulové, avsak vzhle-
dem k budou obecné jejich velikosti ,,podstatné mensi“ nez velikost A;, tedy

|Av| > |ao|, |Az], [As], |Adf, ... . (2.235)

Pro dalsi postup bude prehlednégjsi diskutovat zvlast piipady, kdy je a nenulova a zaroven je
nulova 3 a naopak.
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2.6.2 Vratna sila s kvadratickym c¢lenem

Uvazujme o situaci, kdy je konstanta [ rovna nule. Potom potencidlni energie V(x) a vratna
sila F¥™#4(z) jsou podle (2.221)) a ([2.222]) néasledujici:

V(z) = V(ze) + 2k(z — 2e)® — sma(z — z.)*, (2.236)

Foi(n) = —k(z — o) + malz — x0)2. (2.237)

Piiklad, jak zéaviseji na poloze x potencidlni energie V a vratnd sila FV™' s kvadratickym
¢lenem, je na obr. [2.26]

V(z) (mJ)

1.0 15 2.0 2.5 3.0 1,0 15 2,0 2.5 3,0
z (cm) z (cm)

Obrazek 2.26: Prubéh potencidlni energie V' (z) podle (vlevo) a vratné sily FV™(z)
(vpravo) podle . Cleny odpovidajici piipadu (linearniho) harmonického oscilatoru jsou
znézornény Cervenou ¢arkovanou kiivkou. Plati: . = 2cm, V(z.) = —5mlJ, m = 1kg, =
Ars™ = k=mO? = 16m2kgs ' a o =50cm s

Tudiz pohybova rovnice (2.223]) je nyni ve tvaru
&+ Q*x — 30) — alz —x,)? = 0. (2.238)

Dosadime-li predpokladané feseni (2.231)) a jeho druhou derivaci (2.234)) do této rovnice, do-

stavame

Z(—Qian)An cos(nQant) + N%ag + Q Z A, cos(nfant) —
n=1 n=1

o 2
—«a |ag + Z A,, cos(nQunt)

n=1

=0.

Prvni dvé sumy vyjadiime pomoci jedné sumy a roznasobime kvadrat hranaté zavorky:

Qag + z:(Q2 — Q2 n* A, cos(nQant) —
n=1

— aag — 2aag Z A, cos(nQant) — «

n=1

i A, cos(nQant)] =0. (2.239)

n=1
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Konstanty o a ag povazujeme za ,malé“ veli¢iny, a proto prvni dva c¢leny ve druhém radku
obsahujici jejich soucin zanedbame jako veliCiny ,,jesté mensi“ nez ,malé“. Dale jesté rozna-
sobime kvadrat sumy v hranaté zavorce. Potom

O%ag + Z M)A, cos(nQant) — Z Z An Ay, cos(nfant) cos(mQant) = 0.
n=1m=1

Uzitim goniometrického vzorce cos<y cos 6 = 3 [cos(y + ) 4 cos(y — 6)] jesté miZeme tuto rov-
nici upravit do tvaru

O%ag + Z %) A, cos(nQant) —
— 1a Z Z A, A, {cos[(n + m)Qant] + cos[(n — m)Qant]} = 0. (2.240)

Jak vime, A, je amplituda zakladnich kmitt. Ve srovnani s jeji velikosti budou |As|, | A3, . ..
podstatné ,mensi“, viz (2.235). Proto velikosti soucintt viech uvedenych amplitud kromé A?
budou ,,jesté mensimi®“ veli¢cinami. Neboli plati

|A3] > | AL Al (n=1,2,3,...), (1=2,3,4,...).

Podobné jsme vlastné uvazovali jiz pri tpravée (2.238)), kde jsme ¢leny s aag povazovali za ,,jesté
mensi“ nez zbyvajici veli¢iny. V dvojité sumé sumé v rovnici (2.240) tak mizeme zanedbat
vSechny scitance obsahujici tyto ,,jesté mensi“ souciny kromé prvniho s indexy n =m = 1:

Oag + Z %) A, cos(nQant) — 3A7 [cos(2Qut) + 1] = 0.

Z posledni sumy déle vypiseme prvni dva ¢leny a nakonec konstantni vyrazy a ¢leny reprezen-
tujici kmity s pfislusnou harmonickou frekvenci dame k sobé:

Q%ag — LaA] + (O — Q2) Aj cos(Qant) + [(2° — 4Q2)) A — 2aAT] cos(2Qant) +

+ Z %) A, cos(nfnt) = 0.

Aby tato rovnice platila vzdy, soucet obou konstatnich ¢lent a vSechny zavorky pred funkcemi
kosinus museji byt rovny nule. Odtud plati nasledujici vztahy:

aA2 OzA2
ao:ﬁ;, Qan = €, A22_6T21’ A3 =A,=---=0. (2'241)
Reseni (2.231)) proto nalézdme ve tvaru
A2 A?
z(t) = xo + C;Q? + A cos(2t) — % cos(202t). (2.242)

Clen A; cos(Qt) popisujici kmity s thlovou frekvenci © odpovida pohybu harmonického os-
cilatoru s linedrnim priibéhem vratné sily. Konstatni ¢len a ¢len kmitajici s dvojnasobnou
uhlovou frekvenci 2Q2 je disledkem nelinearity vratné sily a oba vymizi, polozime-li @ = 0.
Stale v§ak musime zajistit, aby platila podminka vlevo fikajici, Ze kmity jsou ,slabé*
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anharmonické. Proto v nasi aproximaci amplituda A; nemiize nabyvat libovolnych hodnot, ale
omezuje ji relace

|OéA1|
0z < 1 (2.243)
Tato amplituda je zde zaroven samoziejmé integracni konstantou a tak ji ur¢ime pomoci
(12.230)):
aA? aA? aA?
—292 +A1__6Q2 = Tp — Te = 3_92 +A1_$0+$e20-

S ohledem na ([2.243) mtzeme kvadraticky ¢len zanedbat, a proto
Al = Ty — Te- (2244)

Kmity z(t) slabé anharmonického oscilatoru s vratnou silou (2.222)) obsahujici pouze linearni
a kvadraticky ¢len splniujici poc¢ateéni podminky (|2.230)) jsou tedy nakonec néasledujici:

o(t) = 7o + a(zg — xe)? a(zg — xe)?

+ (g — o) cos(Qt) — cos(20). (2.245)

2022 622
Rychlost dale vyjde
. . O[<x0 - xe)z .
(t) = —Q(xg — xe) sin(Q) + —aq sin(2021). (2.246)
20 . . .
—QA;sin(Qt)  —2QA,sin(2Qt)
10- ]
B = ]
S <
& 5 N 2N ~ N\
| = 0= A > A~
5
-101 ]
T}
0.0 0.5 1.0 1.5 20 0,0 0.5 1.0 1.5 2,0
t (s) t (s)

Obrazek 2.27: Vychylka a rychlost slabé anharmonického oscildtoru s vratnou silou ([2.222])
obsahujici pouze linearni a kvadraticky c¢len. Plati: Q = 47s™!, o = 50em™ts72, 29 — 2. =
1cm. Tudiz perioda anharmonickych kmitt vychazi 7 = 27/Q = 0,5s. Vlevo: Graf z(t) —
e podle s barevné vyznacenymi jednotlivymi ¢leny. Konstantni ¢len ay = a(xy —
7.)?/(292%) = 0,15cm (hnédéa Cerchovana ¢ara) odpovidd posunuti stiedni hodnoty (x — z.)
vychylky z rovnovazné polohy. Vpravo: Graf i(t) podle opét s vyznacenymi obéma
Cleny.

Na obr. jsou ukazky grafi funkei z(¢) a @(t) véetné grafi jednotlivych ¢lent. Hodnoty
veli¢in charakterizujicich slab& anharmonicky oscilator byly zvoleny nésledovné: Q = 4rs~! a
a = 50cm~! s72. Pocatecni vychylka xg — 2. = 1 cm dava podle (2.244) A; = 1cm. Pro levou

stranu podminky ([2.243)) ,slabé“ anharmoni¢nosti tedy plati aA;/Q? = 0,32. To znamen4, Ze
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jsme hodnotu A; nastavili az za samou mez platnosti aproximaci a musime tak ocekavat, ze
se jiz nékteré nepfesnosti ,viditelné“ projevi, napf. nepfesna pocatecni vychylka z(0) — x, =
1,1 cm namisto 1,0cm. Chceme vSak radéji nazorné ukazat grafy vsSech funkeci na takovém
prikladu, aby se nelinearita co nejvice projevila.

Zamérme se predevsim na zavislost vychylky na case, viz obr. vlevo. Vidime, ze podle
o¢ekavani dominuje ¢len A; cos(2t) popisujici kmitani se zakladni thlovou frekvenci 2, viz
modra kratce ¢arkovand kiivka. Clen s druhou harmonickou frekvenci 292 (zelend ¢arkovand,
kiivka) mé podstatné mensi amplitudu a tudiz ,,0 néco slabéji“ ovliviiuje vyslednou funkci
x(t).

Uhlova frekvence anharmonickjch kmit je rovna tthlové frekvenci © harmonickych kmitt,
a tudiz i perioda ztstala nezménéna.

Konstatni ¢len ag = aA?/(20?) zobrazeny hnédou derchovanou éarou vyjadiuje setrvalé
vychyleni kmit@ smérem ke kladnym hodnotdm. Budeme-li zkoumat funkéni predpis
pro vychylku z(t) zjistime, Ze druhy a tfeti ¢len kmitaji okolo nuly, proto stfedni hodnota
vychylek z rovnovazné polohy x — z. je dana pravé timto konstantnim c¢lenem. Plati tedy

a(rg — )2
(x —xo) = %, (2.247)
jak je naznaceno v obr. vlevo. Tento zavér slouzi napi. pro vysvétleni teplotni roztaznosti
pevnych latek.

Mechanicka energie
Prtbéh vychylek z rovnovazné polohy x(t) — . 1épe vysvétlime, zaméfime-li se na mechanickou
energii I oscilatoru, kterou nyni mame ve tvaru

E =imi® + V(z) = imi® + V(ze) + $k(z — z.)* — dma(z — z.)°. (2.248)

Protoze neptisobi odporova sila, mechanicka energie E se zachovava. Pokud vSak dosadime do
tohoto predpisu funkei z(t) z (2.245) a @(t) z (2.246), zjistime, Ze ,mirné* kolis, jak vidime
na obr. vlevo. To je diisledkem aproximaci pfi hledani feseni pohybové rovnice .

Vzhledem k tomu, zZe kineticka energie %mi‘Q ve vyrazu nemuze byt zaporna, pohyb
télesa m muze probihat pouze v takovych polohéch, kde £ > V(z). To ovSem znamend, Ze
pro krajni polohy i, & Tmax plati:

E= V(‘Tmin) = V(xmax)y (2249)

jak je naznaceno na obr. vpravo.

Tim mizeme vysvétlit charakteristicky pritbéh kmiti z(¢) — z, okolo rovnovazné polohy:
V dusledku mensi strmosti potencialni energie V' (z) vpravo od rovnovazné polohy z, zde
téleso ,,prodléva déle“ nez vlevo od rovnovazné polohy. Tato skutec¢nost zptisobuje, Ze horni
oblouky grafu z(¢) na obr. vlevo jsou v kladnych hodnotach x(t) — z, Sirsi nez dolni
oblouky. Posunuti stfedni hodnoty polohy z rovnovazné polohy o (r — z.) je téz disledkem
asymetrického tvaru grafu V(x).

Protoze vratna sila FV™(z) je rovna zaporné vzaté derivaci V podle z, mensi strmost
V(x) vpravo od rovnovazné polohy z, zde znamena mensi velikost vratné sily, a tudiz téleso
m se ,vraci pomaleji“. Rikdme, Ze vratna sila je v této oblasti méknouci. Naopak ve stejné
vzdalenosti vlevo od rovnovazné polohy je velikost vratné sily vétsi, ma tvrdnouci charakter,
a proto téleso se naopak ,vraci rychleji“. Pomalejsi navrat télesa m v disledku méknouct sily
na jedné strané spolu s jeho rychlejsim navratem v disledku tvrdnouci sily na druhé strané
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Obrazek 2.28: Vlevo: Casovy priibéh mechanické energie (fialova teckovana kiivka) podle
, kinetické energie (zelend ¢arkovana kiivka) a potencidlni energie (Cernad cercho-
vana kiivka). Vlivem pouzitych aproximaci mechanickd energie kolisa, a¢ by méla byt kon-
stantni, jak ukazuje tenka plna fialova ¢ara. Vpravo: Pohyb télesa m nastava v polohéch,
kde E > V(z), tj. mezi body Zmin & ZTmax danymi vztahy (2.249). Asymetricky tvar grafu
V(x) zptsobuje posunuti stfedni hodnoty polohy z rovnovazné polohy o (x — x.). Parametry
jsou nastaveny stejné jako na obr. a 227 tj. z. = 2cm, V(z.) = —5mJ, m = lkg,
Q=4drs'=k=m0?=16n%kgs ", a=50cm ‘s 2 azy—z. = 1cm.

zpusobi, Ze se nezméni thlova frekvence kmitti anharmonického oscilatoru, tj. €2,, = €, jak

jsme zjistili v (2.241)).
Meéknouci charakter vratné sily pro z > z, a jeji tvrdnouci charakter pro z < x, 1ze pfimo
vypozorovat jiz v grafu F¥™'(zr) na obr. vpravo.

2.6.3 Vratna sila s kubickym c¢lenem

Nyni se zabyvejme ptipadem, kdy o = 0 a § # 0, tj. vztahy (2.221)) a (2.222) vyjdou takto:

V(z) = V(ze) + 1k(z — z)” + tmpB(z — zo)*, (2.250)
F" () = —k(z — 20) — mB(x — x.)°. (2.251)

Priklady graft takové potencidlni energie V(x) a vratné sily F**(x) s kubickym ¢lenem, jsou
na obr. [2.29)
Pohybovou rovnici ([2.223)) pak nalezneme ve tvaru

i+ Q*x —z0) + Br — 3.)* = 0. (2.252)

Budeme postupovat obdobné jako v predchozim odstavci. Opét dosadime predpokladané feseni
(2.231)) spolu s jeho druhou derivaci (2.234]) do této rovnice a tim dostavame

Z(—Qian)An cos(nQant) + Q%ag + Q2 Z A, cos(nfant) +
n=1 n=1

~ 3
+ B lag + Z A, cos(nQant)| = 0.

n=1
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V(z) (mJ)

Obrazek 2.29: Pribéh potencidlni energie V(x) podle (vlevo) a vratné sily FV™(zx)
(vpravo) podle . Cleny odpovidajici ptipadu (linedrniho) harmonického oscilatoru jsou
znazornény Cervenou ¢arkovanou kiivkou. Plati: z, = 2cm, V(z,) = —5mJ, m = 1kg, Q =
drs P = k=mO? =1672kgs ' a f=—50cm 252

Prvni dvé sumy zase vyjadiime pomoci jedné sumy a téz i roznasobime tfeti mocninu hranaté
zévorky:

0%ag + Z M)A, cos(nQunt) + Bag + 3Ba; Z A, cos(nQunt) +
n=1
2 - 3
+ 3Bag Z Ay cos(nfQant)| + 0 Z A, cos(nQant)| = 0. (2.253)
n=1 n=1

Konstanty [ a aq stale povazujeme za ,malé“ veli¢iny, a proto druhy a tieti ¢len v prvnim
rfadku a téz i prvni ¢len v druhém fadku obsahujici jejich soucin opét zanedbame jako veli¢iny
»jesté mensi“ nez ,malé“. Roznasobime-li dale jesté treti mocninu sumy v hranaté zavorce,
miizeme psat

Qag + Z %) A, cos(nQant) +

oo 0 0

+ B Z Z Z Ap A Ay cos(nfQant) cos(mQant) cos(IQ,t) = 0.

n=1m=1 =1
V dalsim kroku vyuzijeme goniometrického vzorce
cosycosdcosth = 1 [cos(y + & + 1) + cos(y — 6 + ) 4 cos(y + § — ) + cos(y — 0 — V)],

pomoci néhoz dostavame

Dag + Z ) A, cos(nfant) +

oo 0 o0

+ 715 Z Z Z Ap A A {cos|(n +m + 1)Qant] + cos[(n — m + 1)Qant]+

n=1m=1 [=1

+ cos[(n +m — 1)Qant] + cos[(n —m — 1)Qunt]} = 0. (2.254)
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Podle (2.235) jsou |As|, |Asl,|A4l, ... podstatné ,mensi“ ve srovnani s |A,|, a proto plati
|A3| > |A, A Al (n,m=1,2,3,...), (=2,3,4,...).

V trojité sumé sumé v rovnici ([2.254]) tedy zanedbame vsSechny scitance, které predstavuji

»jesté mensi“ veli¢iny. To znamena, Ze z nich zachovame pouze prvni s indexy n =m =1 = 1:

Q?ag + 2(92 — Q2.n*) A, cos(nQant) + 18A7 [cos(3Qunt) + 3 cos(Qant)] = 0.
n=1

Z posledni sumy vypiseme prvni tfi ¢leny a vse dame k sobé:

Q%ap + (9 — Q2 + 2BA7) A1 cos(Qant) + (2° — 497,) Az cos(2Qant) +

+ (A3 — 992, A3 + 18A?) cos(3unt) + Z(QQ — Q2 n* A, cos(nQant) = 0.

n=4
Aby se leva strana této rovnice vzdy rovnala nule, musi plati nasledujici vztahy:
B BA} _ BA}
C4(902, —02) 3202 + 273A%’
Ay =Ay=A5=---=0. (2.255)

ag = O, Qin = QQ + %514%, Ag

Podminka ([2.224)) vpravo ik, ze oscilator je ,slabé“ anharmonicky, a proto mozné hodnoty
amplitudy A; jsou omezeny relaci
|BI AT

02
Jejim uzitim muzeme thlovou frekvenci €2, ,slabé“ anharmonickych kmitt vyjadrit v pribliz-
ném tvaru

[ 3542 _ 33A2 33A2
Qun = /2 + 3842 = Q4 /1 + 4921_9(1+8T21 =0+ 891. (2.258)

Uzitim podminky (2.256|) déle mizeme aproximovat amplitudu As vyrazem

< 1. (2.256)

~ BAY
3= oo (2.259)
Reseni (2.231)) tedy tentokrat vychazi nasledovné:
pA?
z(t) = xo + Ay cos(Qant) + 1902 cos(3Qant). (2.260)

Clen A; cos(Qut) popisuje zakladni kmity s tthlovou frekvenci €2,,, ktera se podle (2.258)) nyni
lisi od vlastni thlové frekvence 2 harmonického oscilatoru. Tteti harmonicky c¢len kmitajici
s uhlovou frekvenci 3€2,, je disledkem nelinearity vratné sily a vymizi, polozime-li 5 = 0.
Amplituda A; je opét integracni konstantou a urc¢ime ji pomoci :

BAY BA}

— — ° j
To— 3202

12Bereme v ivahu pouze prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje funkce f(s) = /1 + s okolo bodu s = 0:

f8)=VIts=1+3s— 1"+ s> — ... (2.257)

+A1—£C0+3§'e:0.
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Kubicky ¢len mizeme s ohledem na (2.256|) zanedbat, a tedy
A1 = Ty — Te. (2261)

Pokud vratna sila (2.222)) obsahuje pouze linearni a kubicky ¢len, kmity x(¢) ,slabé&* anhar-
monického oscilatoru spliujici poc¢atecni podminky (2.230) jsou popsany takto:

)3
z(t) = e + (o — Te) cOS(Qant) + %—Qfe) c0s(3Qant), (2.262)

kde thlovou frekvenci 2,, anharmonickych kmit udava vztah (2.258]):

3ﬁ($0 - xe)Q
Qaon =24+ ————. 2.263
+——2q (2.263)
Okamzita rychlost télesa m potom bude nésledujici:
3 Qan - Je 3 .

(t) = —Qan(xo — o) $In(Qant) + B (o — ) Sin(3Qant). (2.264)

3202

Ukézky grafii funkel z(t) a (¢) vcetné grafd jednotlivych ¢lent jsou na obr. 2.30f Hodnoty
veli¢in charakterizujicich slab& anharmonicky oscilator byly zvoleny nasledovné: 2 = 47s™! a
B =—-50cm2s7? adale A, = 2y — 2. = 1cm. Leva strana podminky tedy vychézi
|8|A3/Q? = 0,32. Opét jsme hodnotu A; nastavili a7 za mez platnosti aproximaci, abychom
lépe ukazali vliv anharmonic¢nosti sily.

T 15 T T
Ajcos(Q, 1) Ascos(3Q, 1) —Q, Asin(Q, 1) —3Q, Asin(3Q, 1)

8
|
50,51
_130_ ! Tan |
[ —
0,0 0,5 1,0 1,5

Obréazek 2.30: Vychylka a rychlost slabé anharmonického oscildtoru s vratnou silou
obsahujici pouze lineérni a kubicky ¢len. Plati: Q = 4rs™!, 3 = —50cm 2572, g — z, = 1 cm.
Odtud podle (2.263) Q. = Q — 1,495 ! a tudiZ perioda anharmonickjch kmitt vychézi
Tan = 27/ Qan = 0 57s > 21 /Q. Vlevo: Graf :r;( ) — x, podle s barevné vyznacenymi
jednotlivymi ¢leny. Vpravo: Graf i(t) podle (2.264]) opét s vyznacenymi obéma ¢leny.

Porovnejme tento vysledek s piipadem anharmonické sily s kvadratickym c¢lenem, viz
obr. Podle oc¢ekavani opét dominuje ¢len A; cos(Qant), ale kmity s tfeti harmonickou
frekvenci 32, (zelend ¢arkovana kiivka) maji vzhledem k A; jesté mensi amplitudu. Dalsim
rozdilem je chybéjici konstantni ¢len, z ¢ehoz vyplyva, ze stfedni hodnota vychylek z rov-
novazné polohy je nulova. A konecné tieti rozdil spoc¢iva v tom, zZe se lisi tihlova frekvence
anharmonickych kmiti €2,, od k tthlové frekvence 2 harmonickych kmiti. Protoze jsme zvolili
zaporné [, podle plati Q., < €, a proto se perioda 7, = 27/Q., = 0,57s anharmo-
nickych kmit prodlouzila ve srovnani s periodou 7 = 27/Q = 0,5s harmonickych kmiti. Pii
volbé 8 > 0 by tomu bylo pochopitelné naopak.
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Mechanicka energie

Stejné jako v predchozim pripadé uvedené jevy lépe vysvétlime pomoci mechanické energie.
Protoze ptisobi pouze vratna sila, ktera je popsana potencialni energii a je tudiz silou konzer-
vativni, mechanicka energie

E=1mi* + V(z) = imi® + V(z.) + 1k(z — zo)® + tmpB(z — zo)* (2.265)

se zachovava. Po dosazeni funkce z(t) z (2.262) a &(t) z (2.264), opét vidime, Ze v dusledku
aproximaci ,mirné“ kolisa, jak je ukézano na obr. vlevo. Protoze A3/A; je mensi nez
Ay /Ay, kolisani neni tak vyrazné jako v predchozim piipadé vratné sily s kvadratickym ¢lenem

na obr. [2.28] vlevo.
Opét provedeme tvahu nad nezdpornou kinetickou energii %mx’z ve vyrazu (|2.265)): pohyb

télesa m miize probihat pouze mezi krajnimi polohami x,,;, a Tynax, pro které plati
E = V(xmiﬂ) = V(mmax)a (2266)

jak je naznaceno na obr. 2.31] vpravo.
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] Y \ ]
-5 T, >27m/Q \I\V Vi(z,)
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
t (s)

Obrazek 2.31: Vlevo: Casovy priibéh mechanické energie (fialova teckovana kiivka) podle
(2-265)), kinetické energie (zelena ¢arkované kiivka) a potencidlni energie (Cerna Cerchovana
kiivka). Vlivem pouzitych aproximaci mechanicka energie kolisa, a¢ by méla byt konstantni, jak
ukazuje tenka plna fialové ¢ara. Vpravo: Pohyb télesa m nastava v polohach, kde E > V' (z), tj.
mezi body Zi, & Tyayx danymi vztahy . Tvar grafu V(z) je ,Sirsi“ nez potencidlni ener-
gie harmonického oscilatoru (Cervena ¢arkovana kiivka), coZ zpisobuje prodlouzeni periody
kmitl 7,,, jak je naznaceno v grafu vlevo. Parametry jsou nastaveny stejné jako na obr.
a tj. 2o = 2cm, V(z) = —5mJ, m = 1kg, Q = 4rs™' = k = mO? = 167°kgs ',
B=-50cm?s2ax)—x,=1lcm.

Charakteristicky prubéh kmiti z(t) — z, okolo rovnovazné polohy tedy mizeme vysvétlit
nésledovné: V disledku mensi strmosti potencidlni energie V(x) na obou stranich od rov-
novazné polohy x, téleso v krajnich polohach ,prodléva déle“ nez v piipadé harmonického
oscilatoru. Proto je perioda anharmonickych kmiti 7,, = 27 /€., delsi nez perioda harmonic-
kych kmitt 27/, coz si lze ovéfit uzitim vztahu (2.263)), kdyz dosadime zaporné S.

Takto lze naptiklad odhadnout pfesnéjsi ithlovou frekvenci kmittt matematického kyvadla,
pokud ve vyrazu (|1.137)) na str. 1| pouzijeme prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje funkce sinus:

sinf = 0 — 6°/6.
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Vzhledem k symetrickému tvaru grafu V' (z) probihaji anharmonické kmity pfesné okolo
rovnovazné polohy . a pro stiedni hodnotu vychylky z rovnovazné polohy tudiz plati (z—z.) =
0 na rozdil od predchoziho piipadu vratné sily s kvadratickym clenem, viz obr. vpravo.

Vratnd sila F¥"*(x) je na obou strandch od rovnovazné polohy nyni méknouci, coz odpovida
mensi strmosti V' (x), které jsme si jiz v§imli. Pokud bychom zvolili kladné §3, sila by byla na
obou stranach tvrdnouci a tim by se perioda anharmonickych kmitt 7,, naopak snizila, nebot

uhlova frekvence €1,, by byla vyssi, viz (2.263]).

2.7 Sprazené kmity

Zatim jsme se zabyvali mechanickou soustavou tvofenou jedinym télesem, na které ptlisobi
vratnd sila (napf. linedrni od pruZiny) a popf. jesté tlumici a budici sila. Nyni budeme do
mechanické soustavy zahrnovat N téles. Pro tento tcel vyuzijeme popisu jejiho stavu pomoci
kartézskych soutadnid™®|z;, kdei = 1,2, ..., M, pfi¢emz M znamend poet stupiiti volnosti me-
chanické soustavy. Tento pojem jsme nastinili pti zavedeni zobecnénych souradnic v odst.
na str. [[9 Dostaneme tedy M pohybovych rovnic, ve kterych bude vystupovat M hmot-
nosti m;. Ma-li nékteré téleso vice nez jeden stupen volnosti a jeho poloha je tudiz popsana
dvéma nebo tfemi soufadnicemi z;, piislusné m; s indexy odpovidajicimi témto souradnicim
jsou rovny hmotnosti tohoto télesa. Pokud je naopak pohyb vsech téles pouze jednorozmeérny,
plati: M = N.

Uvazujeme pouze o vratnych silach, tlumici a budici sily tudiz neptisobi. Potom potencialni
energie V' celé soustavy

V =V(xy,xe,...,x0)

je samoziejmé obecné funkci vsech soufadnic. Predpokladame, Ze mechanickd soustava mé
sviij rovnovazny stav dany uréitymi hodnotami e, Ze2, ..., Zen. Zvolme souradnice tak,
aby tento rovnovazny stav nastal tehdy, kdyz jsou vSechny jejich hodnoty nulové. Znamena
to, ze plati

(15671, {Ee’g, . ,ZE67M) = (0, 0, . ,0) (2267)

Vztah (2.3)) na str. vyjadiuje podminku statické rovnovahy mechanické soustavy a nyni
jej tedy miizeme zapsat ve tvaru

ov
3:1:i

=0  (i=12,...,M) (2.268)

(z1,22,...,207)=(0,0,...,0)

Déle jiz vime, Ze aby nastaly kmity, rovnovazna poloha musi byt minimem funkce V'(z;), coz
fikd podminka (2.4]) na téze strané:

o
Ox2

7

>0  (i=1,2,...,M). (2.269)

(Zl ’22’~~-7x1\4):(0»07“~70)

Mechanické soustavé s takovou potencialni energii budeme tikat kmitajici mechanickd soustava.
Pti hledani ¢asového vyvoje stavu konkrétnich kmitajicich mechanickych soustav je vhodné
sledovat kroky, které popiSeme prozatim v obecnosti.

13Na samém za¢étku této kapitoly jsme pouzivali zobecnéné soutadnice ¢;, viz odst. na str. [137} Pro
nasledujici obecné uvahy o sprazenych kmitech v§ak budeme pouzivat kartézské soutadnice. Obdobné postupy
Ize samoziejmé Cinit i se zobecnénymi soufadnicemi, avsak jsou méné prehledné.
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Tvar potencialni energie

O mechanické soustavé predpokladame, Ze té€lesa budou navzajem na sebe piisobit linearnimi
vratnymi silami a dale na né mohou jesté ptisobit i linearni vratné sily od téles mimo tuto
mechanickou soustavu. VSechny uvedené vlastnosti ma potencialni energie v nejobecnéjsim

tvaru IV
V(l’l, To, ... ,.CL’M) = Z Z %Cijxixj Z 0, (2270)

i=1 j=1
kde Cj; jsou konstanty charakterizujici jednotlivé tuhosti vratnych sil, pficemz ziejmé nezalezi
na poradi indexii ¢ a 7. Plati tedy, ze

Ciy=Cs  (4,j=12,...,M) (2.271)

a znamena to, ze C; jsou slozkami symetrické matice. Z potenciélni energie (2.270]) postupné
ziskame jednotlivé slozky vratnych sil pomoci zaporné vzatych parcidlnich derivaci podle vSech
kartézskych soufadnic z;, viz (1.23)) na str. [L7}

vrat av - -
Frt= o = = Cya; (i=1,2,...,M). (2.272)
) j=1

Sestaveni pohybovych rovnic

Pohybové rovnice libovolné mechanické soustavy, jejiz pohybovy stav mtizeme popsat pomoci
kartézskych souradnic, jsme napsali ve tvaru ({1.24) na str. . Obdobné pro kmitajici mecha-
nické soustavy mame

M
mit; = ™ = =" Gy (i=1,2,...,M). (2.273)
j=1

Vidime, ze maji obvykly tvar Newtonovych rovnic: nalevo je souc¢in hmotnosti m; daného
télesa a slozky #; jeho zrychleni, na pravé strané se objevila pfislusné vratna sila F}™** podle

(2:272).

Hledani charakteristickych frekvenci

Pohybové rovnice tvofl soustavu M obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu,
jejiz feSenimi jsou funkce x;(t) popisujici ¢asovy vyvoj vSech soufadnic. Protoze kazdéa z po-
hybovych rovnic obsahuje obecné vsechna x;, pri hledani feSeni si nevystacime s kroky, které
jsme zatim v této kapitole pouzivali. Budeme se vSak inspirovat postupem, ktery jsme pouzili
v prikladu ,Oscilator s kyvadlem®, kde jsme na str. [66] pfedstavili metodu hledani vlast-
nich kmiti. Nejprve se tedy budeme zabyvat pfipady, kdy vsechny souradnice x;(t) kmitaji se
stejnou tthlovou frekvenci €2 a se stejnou fazi, neboli pfedpoklddame, ze

x;(t) = a; exp(i2t) (1=1,2,..., M), (2.274)

kde a; jsou komplexni amplitudy jednotlivych kmitt. Tyto amplitudy mohou mit rtzné veli-
kosti, avsak shodnou fazi ¢, neboli plati

a; = |a;| exp(ip) (i=1,2,...,M). (2.275)

14Jde opét o kvadratickou formu, jak jsme zminili v souvislosti s tpravou kinetické energie T, viz vztah

na str.
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To znamena, Ze soucin libovolné komplexné sdruzné amplitudy a; s libovolnou amplitudou a;
vyjde vzdy realny:
a; a; = |ai| exp(—ip)|a;| exp(ip) = |ail[a;| (i,j=1,2,...,M). (2.276)
Uhlové frekvenci © budeme ¥ikat charakteristickd frekvence a uvidime, Ze kazda kmitajici
mechanicka soustava o M stupnich volnosti jich ma nejvyse M. Druha derivace funkci (2.274])
dava
i; = —Q%a; exp(iQt) (i=1,2,...,M). (2.277)
Po dosazeni (2.277) a (2.274)) do pohybovych rovnic (2.273)) dostéavame

M
— m;Q%a; exp(it) = — Z Cija;j exp(iQt) (1=1,2,..., M),

Jj=1

odkud po pfevedeni pravé strany nalevo a vytknuti exp(i€2t)

M
(—miQQCLi + Z Cij@j) exp(iQ2t) =0 (i=1,2,...,M).

J=1

Aby byly levé strany vSech téchto rovnic rovny nule v kazdém ¢asovém okamziku, musi byt
zavorky pred exponencidlnimi funkcemi nulové. Dostavame tedy soustavu M linearnich alge-
braickych rovnic pro M neznamych amplitud a;

M
—mPa; + Y Cija; =0 (i=1,2,...,M). (2.278)

J=1

Tuto soustavu nyni s ohledem na ([2.271]) napiseme v nasledujicim maticovém tvaru:

—m1§22 + 011 012 ce ClM aq 0
q12 _m29% +Cn . C?M a.2 = 0 . (2.279)
Cium Cour —TTLMQQ—FCMM an 0

Vidime, Ze jde o homogenni soustavu rovnic, nebot vektor pravych stran je nulovym vektorem
a z kurzu linearni algebry vime, ze mé trivialni feSeni a; = as = - - - = ap; = 0. Takovy vysledek
ziejmé popisuje piipad, kdy je mechanicka soustava po celou dobu v klidu ve své rovnovazné
poloze. Kmitajici soustavu bude popisovat netrivialni feseni, a proto je tfeba zajistit, aby
byly rovnice linedrné zavislé. Toho dosdhneme tak, Ze polozime determinant matice
v (2.279) roven nule:

—mi Q% + Cpy Cio e Cim
C —my2 + Oy - -- C.
det . s 2 —0. (2.280)
Cim Com s —=my Q2+ Oy

Ponévadz konstanty m; a Cj; jsou zndmy, tato rovnice piedstavuje polynomickou rovnici M-
tého f4du a hodnoty neznamé Q2 jsou jejimi koieny, kterych je zfejmé M [] Budeme je proto

15Samoziejmé existuji mechanické soustavy, jejichz pohybové rovnice vedou na polynomickou rovnici s né-
kolikanasobnymi kofeny. V takovych pfipadech dochéazi k redukci po¢tu riznych charakteristickych frekvenci,
ale témi se zabyvat nebudeme.
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rozliSovat indexem n = 1,2,..., M. Do soustavy rovnic ([2.278]) potom postupné dosadime za
Q) jednotlivé nalezené charakteristické frekvence €2, a ziskavame tak M soustav rovnic

M
—mi i, + Y Cijajn =0 (i,n=1,2,..., M) (2.281)

j=1

pro M soubort amplitud a;, prindlezejicich kazdé €2,,.

Vzhledem k tomu, zZe charakteristické frekvence jsou fyzikalnimi veli¢inami, vSechny museji
byt redlné. To dokdzeme nasledujicim zpusobem: Kazdou z rovnic (2.281]) vynasobime pfislus-
nou komplexné sdruzenou amplitudou a;,,, vSechny takto vzniklé rovnice seCteme pres vSechna

1 a toto postupné udélame pro vSechna n. Tim dostavame nasledujici rovnice:

M M
Z (—aznmiﬁiam + CL;n Z C’ijaj,n> =0 (n = 1, 27 ceey M)

i=1 j=1

|a;n| pro vSechna i a j, miZeme tedy dale tyto rovnice

Podle (2.276) plati a;,a;, = |ain,

upravit takto:

M M M
S m2la? =YY Clasallag.]  (n=1,2,...,M).
=1

i=1 j=1

Protoze dané Q2 je pro vsechna a;; spole¢né, miZeme jej vytknout ze sumy na levé strané a
rovnice dale pfepsat do konecného tvaru:

M M
D Cylaiglla,l

i=1 j=1
M

Z mi‘az’,lP
i=1

Hmotnosti m; jsou kladné, coz znamena, Ze i jmenovatel je automaticky kladny. Potencialni
energie V' je vzdy vétsi nebo rovna nule, viz , proto i citatel neni zé,porn}'fEG] Zavérem
tedy miizeme ¥ici, Ze viechna Q2 jsou redlnd a nezdporna, a tudiZ i samotné ,, pokazdé vyjdou
realné.

Postup hledani charakteristickych frekvenci kmitajici mechanické soustavy jsme jiz nastinili
v tloze ,Oscilator s kyvadlem® na str. Tam jsme vSak museli pohybové rovnice
nejdrive linearizovat, zatimco zde jiz z tvaru potencidlni energie automaticky plyne,
Ze jsou pohybové rovnice linearni od samého zacatku.

02 =

n

>0 (n=1,2,...,M).

Nalezeni souboru amplitud

Pro kazdou z charakteristickych frekvenci (2, ziskdme piislusné soubory amplitud a,; feSe-
nim vsech M soustav rovnic . Protoze jsou tyto rovnice linearné zavislé, jejich reseni
je nekonecné mnoho. Zvolime proto né¢kterou z amplitud jako parametr, napt. a, , a zbylé
dopocitame. Znamena to, ze pro dané [ jsou vsechny amplitudy jednoznac¢né urc¢eny hodnotou
vybrané amplitudy a,; a plati tedy

Ui = Qin(ary,) (i,n=1,2,...,M).

16V linearni algebte bychom fekli, Ze ¢tvercova matice Cij je pozitivné definitni.
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Tento zaveér je z fyzikalniho hlediska velmi dutlezity. Soubort amplitud «;, kazdé mechanické
soustavy kmitajici s konkrétni charakteristickou frekvenci 2, je nekonecné mnoho, coz je
dtsledek linearni zavislosti rovnic . Je-li vSak urcena jedna z nich, jsou jednoznac¢né
dany i vSechny ostatni.
Navic, protoze jsou rovnice line4rni, kazd4 amplituda a; ,, zavisi na vybrané ampli-
tudé a;,, pfimo tmérné a tudiz bezrozmérné vyrazy
Bin  n=1,2,...,M)

QA n

jsou jiz jen redlnymi funkcemi hmotnosti m; a konstant tuhosti Cj;, nikoli ostatnich amplitud.
Zvolena amplituda a;, tedy nemé zadné vysadni postaveni, nebot za parametr si mizeme
zvolit kteroukoli jinou. Abychom zdtraznili ,rovnocennost” vsech amplitud, budeme je nadale
zapisovat ve shodeé s nasledujicim zptisobem:

Qi = |ain| exp(ivn) = Anfinexp(ipn) (t,n=1,2,..., M), (2.282)

kde A, je zatim nezndméa realna ,amplituda® spolecna vSem a;,, pro dané n. Koeficienty f;
predstavuji zatim nezndmé bezrozmérné funkce vSech m; a Cj; a plati pro né

M
d =1 (n=1,2,..., M), (2.283)
=1

neboli vektory (fin, fomn, ..., fan) jsou jednotkové pro vSechna n. Soustavy rovnic ([2.278)
nyni pfepiseme takto:

M oo
Z Lajn = Vai, (t,n=1,2,..., M).
=1 M

Dosadime-li do nich ze vztaht (2.282) za amplitudy a;,, po vykraceni A, exp(ip,) dostavame

m

M oo
> fin=Lfin  (Ln=12,...,M).
j=1 "

Pro prehlednost jesté mizeme tento vysledek vyjadrit maticoveé:

011/77”&1 012/m1 T OlM/ml f1,n fl,n

012/m2 022/m2 T CzM/mz f2,n _ 2 f2,n

Civ/my Com/myr -+ Cryn/mum frvin Iuin
(n=1,2,...,M). (2.284)

Resenim téchto soustav rovnic spolu s podminkami (2.283)) jiz jednoznac¢né ziskdvame vsechny

vektory (fin, foms-- -, fM,n)E} Tim jsou téz urceny ve vztazich (2.282]) i vSechny amplitudy
ain = Anfinexp(ipn) az na ,spolené amplitudy” A, kterym se budeme nyni vénovat.

17V linearni algebre fikame, ze Q2 jsou vlastni ¢isla a vektory (fin, fons---, farn) jsou vlastni vektory

matice v .
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Vyjadreni obecného feseni

Po urceni koeficienti f;,, pristoupime k vyjadieni obecného feseni soustavy pohybovych rovnic

(2.273]), kterymi jsou linearni kombinace funkeci (2.274)) pro kazdé €2, neboli uzitim ([2.282])

M M
i(t) = i exp(iQut) = > Ay fin exp(iQnt + ¢y,) (i=1,2,...,M). (2.285)
n=1 n=1

Jak vime ze zavéru odst. na str. [140} témto funkcim nakonec prifadime realné ¢asti jejich
komplexniho vyjadfeni, a tedy

M
2i(t) =Y Apfincos(Qut + ¢y) (i=1,2,...,M). (2.286)

n=1

Rychlosti kazdého z téles mechanické soustavy dostaneme ¢asovou derivaci téchto jejich poloh:

M
i(t) = — Z Ay finQ sin(Qut 4 ©,,) (i=1,2,...,M). (2.287)
n=1
Vidime, zZe zbyva urc¢it M realnych amplitud A, a M fazi p,. Ty ziskdme z 2M pocatecnich
podminek pro kazdé z téles mechanické soustavy:

.TZ(O) = T4,0, xz(O) = Y0 (Z = ]., 2, ceey M) (2288)

Normalni sourfadnice a mechanicka energie

Zaméfme se nyni na funkce tvorici v rovnicich (2.286[) obecné feseni x;(t). NapiSeme je vsak
v tomto tvaru:
Un(t) = Apr/fon cos(Qnt + ) (n=1,2,..., M), (2.289)

kde p, jsou zatim neznamé kladné konstanty majici zakladni fyzikalni jednotku kilogram.
Divod, pro¢ jsme tyto funkce definovali zrovna takto, vyplyne pozdéji. Druhé derivace w, (%)
vyjdou

iy = —Q2 Ayt co8(Qpt + @) (n=1,2,...,M)

a tim dostavame soustavu rovnic
iy, = —Q2u, (n=1,2,..., M), (2.290)

kterd je ekvivalentni ptivodn{ soustavé pohybovych rovnic (2.273)). Nyni je vSak tato soustava
separovand, nebot kazda z rovnic obsahuje vzdy jen jednu piislusnou funkei w,(t). Témto
funkcim tikdme normdlni souradnice a pouzivame je k vyjadreni kmitd (2.285)) mechanické
soustavy takto:

ni(t) = \‘Z’%un(t) (i=1,2,...,M). (2.291)

Jednou z vyhod prechodu k norméalnim soufadnicim je snazsi vyjadieni celkové mechanické
energie soustavy, kterd ma v kartézskych souradnicich nasledujici tvar:

M M M

P — 1 .'2 1 .. . .

E = g My + E E 5Cijrim;.
i=1

i=1 j=1
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Zde jednoducha suma odpovida celkové kinetické energii a dvojsuma celkové potencialni energii
V' mechanické soustavy, viz (2.270)). Nejprve dosazenim z (2.291)) prepiSeme do normalnich

kmitt kinetickou energii:

M M Mg fiu Jinfia
S DU N o 2T S T

n=1 [=1 =1

kde jsme zaménili poradi sumy s indexem 7 a sum s indexy n a [. Dale obdobné prepiseme i
potencialni energii:

i=1 j=1 i=1 j=1

Zvolime-li konstanty p,, pro vSechna n takové, aby platilo

finfia [ 1, kdyz l=n,
Z_: M i L0, kdyz [ #n (2:292)
a zaroven
M M 5
Z Z C”fi,nfj,l _ 02 kdyz | =n, (2.203)
Y Hn 0, kdyi ! 7£ n, '

i=1 j=1

celkova mechanicka energie soustavy potom vyjde ve tvaru

E = iujLi

n=1 n=1

0202, (2.294)

MI»—A
N =

Vidime, Ze tim by se nam podafilo potencidlni energii (druhd suma) zbavit smiSenych ¢lent
x;x; a prepsat ji do souctu separovanych piispévkii postupné obsahujicich pouze kvadraty nor-
malnich souradnic u,,. Takto zapsané mechanicka energie samoziejmé odpovida i separovanym
,pohybovym rovnicim* pro normalni soufadnice.

Abychom lépe porozuméli obecnym tvaham, jez jsme doposud vedli, ukdzeme je na tiech
nasledujicich nazornych ulohach.

2.7.1 Symetricky retizek dvou téles

Zabyvejme se kmitajici mechanickou soustavou s dvéma stupni volnosti, tj. M = 2, ktera je
tvofena dvéma télesy o stejnych hmotnostech m navzajem spojenymi pruzinou o tuhosti .
Kazdé z téles je dale jesté pripevnéno k pruzinam o stejnych tuhostech k, jejichz druhé konce
jsou vetknuty do protilehljch zdi. Osy vSechn tii pruzin jsou rovnobézné. U obou téles jde
o jednorozmérny pohyb a proto za kartézské souradnice z; a x5 zvolime polohy na osach, které
jsou rovnobézné s pruzinami. Pocatky obou os umistime do bodi, ve kterych jsou vsechny t¥i
pruziny nezdeformované, tzn. rovnovazna poloha této mechanické soustavy je (%1, Te2) =
(0,0), jak pozaduje podminka (2.267). Popsand geometrie zadéni alohy véetné kartézskych
soufadnic je ukdzana na obr. [2.32]
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Obrazek 2.32: Symetricky fetizek dvou téles, jejichz polohy jsou popsany kartézskymi soutrad-
nicemi z; a Ts.

Tvar potencialni energie

Potenciani energie zavisi na tom, jaka je okamzitd zména tvaru jednotlivych pruzin.
Deformace prostredni pruziny je zfejmé urcena rozdilem obou soufadnic x; a x5 a deformace
pruzin krajnich jiz udavaji pifimo soufadnice. Neni obtizné se presvédcit o tom, Ze potencialni
energii této soustavy nalezneme ve tvaru

V(z1,25) = K (21 — 22)* + $ka + ka3, (2.295)

Rozepiseme-li druhou mocninu zavorky a upravime-li vysledek, mizeme V' zapsat takto:

V(z1,32) = 2(K + k)2 — Koo + L(K + k)a3.

1
2
Porovnanim tohoto vyrazu s (2.270)) zjistujeme, Ze plati

. = 011 012 - K+k -K
v 021 022 N -K K+Fk |’

Protoze Cy; = C2, matice Cj; je vskutku symetrickd, jak jsme si jiz diive vSimli, viz (2.271)).

Sestaveni pohybovych rovnic
Pohybové rovnice (2.273)) zfejmé dostavame v podobé nésledujici soustavy dvou obycejnych
diferencialnich rovnic druhého fadu:

Vidime, Ze jsou provazané, nebot kazda z nich obsahuje zaroveii obé neznamé funkce ;(t) a
x9(t) predstavujici jejich feSeni.

Hledani charakteristickych frekvenci

Homogenni soustava rovnic ([2.279) tedy v tomto piipadé nabude tvaru

[—mQQ+K+k‘ —K }{al}:{()}

K 2+ K4k || a 0 (2.297)

Aby méla netrivialni feSeni, musi byt obé rovnice linedrné zavislé, a tudiz determinant matice
musi byt nulovy, jak fika vztah (2.280f). V tomto pripadé

—mP+ K+k -K

det { ~K —mQ? + K +k

}:o = (—mQ2+K+k;)2—K2:0.
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Po tpravé zjistujeme, Ze jsme obdrzeli nasledujici kvadratickou rovnici pro Q:

2
94_2(K+/€)QQ+/€ +2kK

0
m m?2 ’

kterd ma tato dvé Feseni:

s, K+k 1 JA(K+Ek)?  K2+2kK &k
m 2 m m m
9 K+k 1 J4K+Ek)? k2 +2kK 2K +k
Q2 = + - - 4 — .
m 2 m?2 m?2 m

Obé charakteristické frekvence jsou tedy vskutku realné, nebot tuhosti pruzin i hmotnost téles
jsou kladné:
k 2K + k
Q=2 Qp — iy (2.298)
m m

Nalezeni souboru amplitud

Pro charakteristickou frekvenci €2; existuje soubor amplitud a;; a ag; kmitt obou téles a
podobné i pro charakteristickou frekvenci {2y existuje soubor amplitud a; > a as .

Zalneme s charakteristickou frekvenci ; = \/k/m, neboli n = 1. Soustava rovnic ([2.284))
bude vypadat takto:

(K +k)/m  —K/m } [ fia ] _ k { fia ] (2.299)
—K/m (K +k)/m f2a m | fa1 '
a podminka podle (2.283]) bude nésledujici:
fa+ =1 (2.300)

Lze se pfesvédcit o tom, ze soustava (2.299) spolu s touto podminkou mé feseni

1 1
Ji1= 7 =~ 0,71, fo1 = 7 >~ (,71. (2.301)

Pro charakteristickou frekvenci Qy = /(2K + k)/m dostavame podle (2.284) pro n = 2

tuto soustavu rovnic:

v | R b (230

Ta spolu s podminkou
fla+ f3y=1 (2.303)

sestavenou opét podle (2.283)) dava toto Teseni:

1 1
Ji2 = 7 ~(,71, foo = -7 ~ —(,71. (2.304)

Vsimame si, ze pro tuto kmitajici mechanickou soustavu specialné plati

finfig+ foafor=13—3=0. (2.305)
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To znamena, ze skalarni soucin vektort (fi11, f2.1) a (fi.2, f2.2) je roven nule, neboli tyto vektory
jsou ortogondlni[|
Komplexni amplitudy a;,1, az1, ai2 a as 2 jsou tedy podle (2.282)) nasledujici:

: A . : A :
a1 = Ay friexp(ipy) = \/—% exp(ip1), a1 = Ay fa1 exp(ipr) = 7% exp(ip1),
Aofizexplips) = 22 explion) Asfazexplips) = — 2 explipa)
a19 = exp(ips) = —= exp(ips), (99 = exp(ips) = ——= exp(ip»).
1,2 2J1,2 €XP(1P2 \/5 P12 2,2 2J2,2 €XP(1P2 \/5 pl1p2
Vyjadreni obecného Feseni
Obecné feseni pohybovych rovnic (2.296]) napiseme podle ([2.285)) takto:
x1(t) = Arfi1cos(Qit + p1) + Aaf1cos(Qat + pa), (2.306)
T (t) = A1f271 COS(Qlt + (,01) + A2f272 COS(QQt + QDQ) (2307)
Po dosazeni za f11 a fo1 z (2.301) a f12 a foo z (2.304) pak dostavame
A1 AQ
x1(t) = —= cos(Qt + + —= cos(Qat + o), 2.308
1(2) /2 (ht + 1) /2 (2t + o) ( )
A1 A2
To(t) = —= cos(t + ¢1) — —= cos(Qat + a). (2.309)

V2 V2

Tento vysledek stoji za zamysleni. Vidime, Ze v pfipadé A; = 0 jsou obé vychylky stejné
co do velikosti i co do znaménka. To odpovida pripadu, kdy télesa kmitaji shodné, pricemz
pruzina mezi nimi se nedeformuje. Kdybychom tuto pruzinu odstranili, pohyb takové soustavy
by se nezménil, viz obr. vlevo. Nejsme proto prekvapeni, ze plati €, = /k/m, jako
kdyby rovnobézné kmitaly obé télesa pouze na vnéjsich pruzinach tuhosti £ vetknutych do
zdi. Tomuto zptisobu kmitani fikame symetricky maod.

V ptipadé A; = 0 jsou vychylky shodné co do velikosti avsak opacnych znamének. Télesa
tedy kmitaji proti sobé a tudiz k tuhosti k£ obou krajnich pruzin se pridava i tuhost prostiedni
pruziny k, jejiz stied se vSak nepohybuje. Zde si mizeme pfedstavit, ze bychom uprostied
postavili zed. Prostfedni pruzinu bychom roziizli na dvé poloviny o tuhosti 2K a do obou
stran prostiedni zdi bychom kazdou z nich vetkli. Opét by slo o dvé télesa kmitajici oddélené,
tentokrat vsak pripojené z vnéjsi strany k pruziné tuhosti k£ a z vnitini strany k pruziné
tuhosti 2K. To je znazornéno na obr. vpravo, pii¢emz prostiedni zed je naznacena na
obrazcich uvnitf ¢erchovanou carou. Takova télesa samoziejmé kmitaji s thlovou frekvenci
Qs = /(2K + k)/m. O tomto zptusobu kmitani mechanické soustavy Fekneme, Ze nastal an-
tisymetricky mod.

Oba piipady nam pripominaji kmity stojaté vlny struny s pevné uchycenymi konci, jak
ukazuji teckované krivky sinusového tvaru v obou obréazcich. Kmity na struné se vsak budeme
zabyvat az v pristi kapitole.

MiZzeme tedy fici, Zze obecné vychylky a obou téles jsou dany linearni
kombinaci symetrického a antisymetrického moédu. Rychlosti kazdého z téles jsou potom rovny

18Neni divu, nebot to jsou vlastni vektory symetrické matice v (2.299) a (2.302). A jak vime z kurzu linearni
algebry, vlastni vektory symetrickych matic jsou vzdy ortogonalni, pokud prislusna vlastni ¢isla jsou rtzna,
coz je zde zirejmé splnéno.
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n=1 n=2

1,0 LU 1,0

Yo ,:‘_____:.,.’. Y2 |-'1m\—_ _frm‘—|
0,54 .’.." .'0.. 0,5+ :0”. |-’ml“'_ _"“"\‘I

0,04 . 0,0

<—|—>

— — ’ .
-0,5- W—%—W-I -0,5 "'.' ) fQ'Q‘ ...’.
F"“:_:JN:_:’W”‘" Y, I, A

-1,0 -1,0

Obrazek 2.33: Grafické znazornéni souboru amplitud. Vlevo: Symetricky mdéd s koeficienty
fi1 = foq1 = 0,71 odpovidajicimi charakteristické frevcenci )y (n = 1), viz . Vpravo:
Antisymetricky mdéd s koeficienty f12 = —f22 = 0,71 odpovidajicimi charakteristické frekvenci
Qs (n = 2), viz (2.304). Obrazky uvnitf naznacuji, jakym zptisobem pii dané charakteristické
frekvenci obé télesa kmitaji.

derivacim téchto vychylek podle casu, t;j.

) A . A5 .
i (t) = — \1/51 sin(Qqt + 1) — \2/52 sin(Qat + ¢2),
. QlAl . QQAZ .

t) = — Qqt Qot .
(1) /B sin(t + ¢1) + NG sin(Qat + o)

Nyni staci urcit dvé realné amplitudy A, A; a dvé faze ¢, . Ziskame je ze Ctyt poca-
tecnich podminek pro obé télesa mechanické soustavy, které zvolime v nasledujicim tvaru:

21(0) =0, i1(0) = vy, 25(0) = 0, i9(0) = 0, (2.310)

neboli na zacatku jsou obé télesa v rovnovaznych polohéach a prvni téleso ma pocatecni rychlost
vg, zatimco druhé téleso je v klidu. Lze ukazat, ze hledané faze a amplitudy vyjdou takto:
Vo Vo

—7/2, A= ——, Ay = ——.
Y1 = Y2 = 7T/ 1 Ql\/§ 2 Qz\/§

Polohy a rychlosti budou tedy nakonec popsany nasledujicimi funkcemi:

Vo sin Qlt sin QQt

t) = — 2.311
al) =3 (Tt + 5 ). (2:311)

Vo sin Qlt sin Qgt>
To(t) = — - 2.312
a0 = 3 (T - o (2:312)

a

1 (t) = 3vo (cos Qit + cos Qat) (2.313)
ia(t) = 300 (cos Qit — cos Qat) . (2.314)

Casové priibéhy poloh a rychlosti obou téles s uvedenymi po¢ateénimi podminkami jsou uka-
zany na obr.
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T s \Wf(f) A "\'r Y
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0,4 2 \\,A\I \/ \J \\II \II

Obrézek 2.34: Vlevo: Casovd z4vislost polohy z; modrého télesa na obr. (modra kiivka)
podle (2.311)) a polohy z5 ¢erveného télesa na obr. m (¢ervend kiivka) podle (2.312)). Vpravo:
Casové zavislost rychlosti i (modré pierusovand kiivka) podle (2.313)) a rychlosti i (Cervend,

prerusovand kiivka) podle (2.314]). Plati: vg = 2cm/s (viz poc¢ateéni podminky (2.310), ©; =

ws 1t Qy =4rsh

Normalni sourfadnice a mechanicka energie

Normalni soufadnice (2.289)) zfejmé budou v tomto piipadé podle (2.306)) a (2.307) tyto:

up (t) = Ayy/p1 cos(St + 1), us(t) = Agr/i2 cos(Qat + ), (2.315)

kde 1 a po maji takové hodnoty, aby platily podminky (2.292)) a (2.293), t;j.

Jinfig+ fonfor [ 1, kdyz l=n,
MT A 10, kdyi l#£n (2.316)
a
Ciifinfig+ Cia (finfoi + fonfin) + Coafonfor [ 2, kdyz | =n, (2.317)
N L0, kdyz [ #n. '

Ukazeme, ze vSechny tyto podminky jsou splnény tehdy, kdyz

M1 = M2 =M.

Dosadime-li totiz uvedené hodnoty do (2.316[), vykrati se m a dostaneme nasledujici ¢tyri
vysledky. Pron =1=1an =1 =2 dostavime nam znamé vztahy (2.300) a (2.303)):

f12,1 +f22,1 - f12,2+f22,2 = % + % =1
apron=1,I1l=2an=2[1=1:
Jinfiz+ forfoe = frafin + fa2fa1 =0,
jak jsme jiz ukézali, viz . Stejné tak jsou splnény i podminky . Pron=1[01=1:
011f12,1 + Cro (fiafor + foifin) +022f22,1 %(K_’_k) —K+%(K+k‘) k

_ _ _ 2
_ == =02
m m m
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pron=1[=2:

Cllf12,2 + Cro (fr2fo2 + fo2fi2) +022f22,2 B %(K+/€) + K+ %(K+/€) 2K+ k 0?2
_ - = Q3.
m m m

A konené pron=1,l=2an=2101=1:
Ciifinfiz+ Cio(finfoo + foifiz) + Coaforfor

m
_ Cifipfin+Cr(fiafeq + foofin) +Confoofor %(K + k) — %(K + k)

m m

Normalnimi soufadnicemi tedy jsou funkce

(A1 (t) = Al\/ECOS(Qlt + ng), UQ(t) = AQ\/ECOS(QQt + (pg) (2318)
a podle (2.308) a (2.309) pro né plati

m m
Ulzwg(l'l—'—xQ), UZZHE(ml_l’Z)-

Jejich casové derivace dale vychézeji takto:

?ll (t) = —QlAlx/ﬁsin(Qlt + ng), UQ(t) = —QQAQ\/E Sil’l(QQt —+ (pg) (2319)
Po dosazeni do ([2.294])) celkovd mechanicka energie této soustavy tedy vyjde ve tvaru:

1y
2
: [QzA%m sin? Qlt + 901) + QzAgm sin?(Qut + 902)} +
+ % [QQAQm cos? (Ot + v1) + Q%Agm cos (Qgt + gOQ)} =
Im (0242 + Q2A2) (2.320)

Vidime, Ze neobsahuje souc¢iny kmith s riznymi frekvencemi a podle ocekavani se samoziejmé
zachovava.

2.7.2 Nesymetricky retizek dvou téles

Zustanme jesté u mechanické soustavy s dvéma stupni volnosti (M = 2) tvofené dvéma
télesy o stejnych hmotnostech m. Nyni jsou obé télesa spojena pruzinou o tuhosti k£ a pouze
jedno z téles je pripevnéno dalsi pruzinou o stejné tuhosti do kolmé zdi. Osy obou pruzin
jsou zase rovnobézné. Pro popis polohy téles tedy opét vyuzijeme kartézskych souradnic x;
a xy rovnobéznych s pruzinami a jejich pocatky umistime do bodi, ve kterych jsou pruziny
nezdeformované, tj. (ze1,Ze2) = (0,0), viz podminka . Geometrie zadani tlohy véetné

soufadnic je ukazana na obr.
Tvar potencialni energie
Potenciani energie ([2.270) bude nyni zfejmé nasledujici:
V(1 22) = $k(z1 — 22)% + Skai = kat — kxizo + Shaj. (2.321)

Podle (2.270)) tedy plati
C.. — Ci1 Cia . 2k —k
Y Cn Gy | | -k kT

Vidime, Ze matice Cj; je opét symetrickd, pfestoZze nyni nepopisujeme symetrickou tlohu.
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Obrazek 2.35: Nesymetricky fetizek dvou téles, jejichz polohy jsou popsany kartézskymi sou-
fadnicemi z; a Zs.

Sestaveni pohybovych rovnic

Odtud dostavame pohybové rovnice (2.273) v podobé soustavy rovnic:
m:b'l = —2]{31'1 + k[)’)g, mfi’g = kl’l - ]CCCQ (2322)
a jsou opét provazané.

Hledani charakteristickych frekvenci

Nyni tedy bude homogenni soustava rovnic (2.279) tato:

—mO? + 2k —k ap | |0
{ —k —mQQ-I-k} {ag} - {O] (2.323)
Podle ([2.280))
-mQ? + 2k —k
det l b Q2 4k } =0 = (—mQ®+2k) (—mQ® +k) —k* =0,
odkud ziskédvame tuto kvadratickou rovnici pro Q2:
k k?
O — 3—92 — =0. (2.324)
m m
Jeji dveé feseni jsou nasledujici:
Qg _ 3k 1 9k:2 Ak (3—v5)k
Vom 2 T om? 2m
, 3k 1 9/<;2 k2 (3+V5)k
Q= —+ -\ —
om 2V m2  m? 2m

Obdrzeli jsme tedy dvé (redlné) charakteristické frekvence

\/ — ~ () 62\/7 Q, = \/(?’z—f)k = 1,62\/5 (2.325)

Nalezeni souboru amplitud

Pro charakteristickou frekvenci ; = \/ (3 —V/5) k/(2m) bude soustava rovnic (2.284) nésle-
dujici:

Err R P -
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Ta spolu s podminkou podle (2.283))
fa+ =1 (2.327)

dava reseni

2 14+5
fig = —/——===0,53, foq = —

>~ 0,85. (2.328)
10+ 2v5 10+ 2v5

V ptipadé charakteristické frekvence 2y = \/ (34 V5) k/(2m) dostavéme tuto soustavu

rovnic (|2.284)):

N 2m

[ v )-S5 ) e

a s podminkou (|2.283|)
flatf3,=1 (2.330)

ma toto reseni:
V-1

2
fip = —F—==0385, fop = ——F——=—= = —0,53. (2.331)
10 — 25 10 —2/5

Opét zjistujeme, ze vektory (fi1, fo1) a (f1,2, fa2) jsou ortogonalni:

2 2 14++5 V5 —1

finhig + foafoe = - =0 (2.332)
V10 +2v/5/10 —2v5 V10 +2v5 V10 — 25
Nakonec tedy ziskavame tyto komplexni amplitudy, viz (2.282):
24, , (1+v5) A
ay,1 = ———=exp(ip1), ag,) = ~———exp(ip),
10 +2V/5 10 + 25
24, | (V-1)4s
a9 = ————=—=exp(ip2), A9 = ————exp(iy2).
10 — 2v/5 10 — 2v/5
Vyjadreni obecného feseni
Obecné feseni pohybovych rovnic (2.322]) potom vychazeji podle (2.285]) takto:
2A1 2A2
21(t) = ——==cos(hit + ¢1) + ——== cos(Qat + ¢2), (2.333)
10 +2v/5 V10 —2v/5
1++v5)A 5—1)A
To(t) = (L+v5) A cos(t + 1) — (Vo—1) 4 cos(Qat + pa). (2.334)

V10 + 2v/5 V10 = 2¢/5

Opét zde vidime dva ptipady: Pokud A, = 0, vychylky obou téles maji thlovou frekvenci 2,
a maji téz i shodnéd znaménka, avsak rtizné velikosti. V ptipadé, ze A; = 0 vychylky kmitaji
s thlovou frekvenci €25 a maji opacna znaménka a opét rtzné velikosti. Oba tyto médy jsou
naznadceny na obr. [2.36) a zase nam pfipominaji stojaté viny na kmitajici struné, ale tentokrat
s jednim pevné uchycenym a druhym volnym koncem, viz teckované kiivky v obou obrazcich.
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n=1
O ol KOS —r——
--------- “¢ -I“"\-
053 et —
2 . | |JvmL A
057 " T T il 051 ™ -
““““ fll ...0
0,01 0,04 "
— —id Al 2,2
-0,5- e 054053 y
oL | * .
1,0 1,0 -

Obrazek 2.36: Grafické znazornéni souboru amplitud. Vlevo: Méd Ay = 0 s koeficienty f;; =
0,53, fo1 = 0,85 odpovidajicimi charakteristické frevcenci ; (n = 1), viz . Vpravo:
Méd A; = 0 s koeficienty f12 = 0,85, fo2 = —0,53 odpovidajicimi charakteristické frekvenci
Qs (n = 2), viz (2.331). Obrazky uvniti naznacuji, jakym zptisobem pii dané charakteristické
frekvenci obé télesa kmitaji.

Rychlosti kazdého z téles dostaneme derivaci téchto vychylek podle casu, tj.

(1) 20mA (1 + 1) 2004, (ot + 59)
T = ——sin({} p1) — ——=-s1n({2 P2,
V10 + 2v/5 V10 — 2v/5
1+v5) A VE—1) QA
To(t) = —( R sin(Qqt + 1) + ( ) 24, sin(Qat + o).

V10 + 2v/5 V10 — 2v/5

Dvé realné amplitudy A, Ay a dvé faze ¢, o opét ziskdme ze Ctyt pocatecnich podminek,
jez zvolime stejné, jako v predchozi tloze, viz (2.310)):

z1(0) =0, %1(0) = vy, x2(0) = 0, 19(0) = 0. (2.335)
Hledané faze potom vyjdou
1= g = —7/2
a amplitudy
v (VE—1) V10+2v5 _ 0,53 v (1+v5) V10 —2v5 0,850,
40,15 IV - 405V/5 IV
Polohy a rychlosti za pocatecnich podminek maji nakonec nasledujicimi tvary:

Ay = Ay

5—1)sinQt (1 +/5)sinQyt
w(t) = 2 (Vo-Dsintt | (1+V5)sin0, , (2.336)
2\/5 0 Qy
2o(t) = % (SH;?It - Slrgft) (2.337)

(1) = 2% [(JS - 1) cos ut + (1 + \/5) cos Qgt} , (2.338)

To(t) = % (cos it — cos Qat) . (2.339)

Casové pritbéhy poloh a rychlosti obou téles s uvedenymi po¢ateénimi podminkami jsou uka-

zény na obr. [2.37]
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2,(t), 2y(t) (cm)

z,(t), 2,(t) (cm/s)
=
i
\L/

I —
T
—L_
<LS

| —
_L

—

Obrézek 2.37: Vlevo: Casové zévislost polohy x; modrého télesa na obr. m (modré kiivka)
podle (2.336) a polohy z, erveného télesa na obr. [2.3F| (¢ervena kiivka) podle ([2.337). Vpravo:
Casové zavislost rychlosti i (modré prerusovand kiivka) podle (2.338)) a rychlosti i, (Eervend,

prerusovana kiivka) podle (2.339)). Plati: vy = 2cm/s (viz pocateéni podminky (2.335)), 2; =
31051, Qy = 8,125 1.

Normalni souradnice a mechanicka energie
Normaélni soufadnice (2.289)) zde jsou podle (2.333)) a ([2.334))

up(t) = Ayy/11 cos(t + 1), us(t) = Agv/Hiz cos(Qat + ) (2.340)
a i1 a fs maji opét hodnoty

H1 = 2 = M.
Jediné tak totiz plati podminky (2.292)) a (2.293)), které nabyvaji stejnych tvaria (2.316) a
(2.317)) z pfedchozi ulohy, tj.

Jinfig+ fonfor [ 1, kdyz l=n,
M im0, kdyi l#n (2:341)
Cuinfinfig+ Cro (finfor + fonfri) + Coafonfor [ QF, kdyz | =n, (2.342)
N =10, kdyil£n :

Dosazenim z (2.328) a (2.331) podminka (2.341) pron =1=1an =1 = 2 zfejmé odpovida
vztahtim (2.327)) a (2.330)):

f2 +f2 _f2 +f2 _ 4 (1+\/5)2_ 4 (\/5_1>2_
LRI T2 04 ovE 1042V 10—2v6 0 10—2v5

apron=1,1=2an=2,1=1 vztahu (2.332)):
finfie + foafoo = fiafig + fa2fen =0.

Stejné tak jsou splnény i podminky (2.342)). Pron =1=1:

Ciifty + Cro (finfor + faafra) + Coafsy 8k —2k (2+2V5) + k(1 + \/5)2 B
m (104 2v5) m
(10-2vB)k  (3—VE)k

= = = Q%)
(10+2v5)m 2m
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pron=n=2:

C11f12,2 + Cio (fi2fo2 + fo2fi2) + C22f22,2 8k + 4k (\/5 — 1) + k (\/5 - 1)2 B

m (10 — 2v/5) m
~(10+2vB)k 3+ VB)E
C(10-2v5)m  2m
A koneéné pron=1,l=2an=21=1:

Ciifinfiz +Ci2(firfor + fonfie) + Coaforfoo
m

_ Ciifigfin +Cia (fiafor + foofin) + Coafaofon

B 8k—k;(2—2\/5+2+2\/57;l—k:(1+\/5) (V5-1)
- my/ (10 +2V/5) (10 — 2/5)
Normaélni souradnice tedy jsou
uy(t) = Av/mcos(Qut + ¢1), us(t) = Agv/mcos(Qat + ), (2.343)
a podle ([2.333)) a (2.334)) pro né plati

ulzﬂﬁm[le%—(l—i—\@)mg], uQ:1/m_—%[2m1—(ﬁ—1>x2}.

Jelikoz ¢asové derivace ([2.343) jsou stejné jako v predchozim pfikladu, tj.

Q2.

= 0.

’[Ll (t) = —QlAl\/ESiD(Qlt + (pl), Ug(t) = —QzAQ\/ESin(QQt + 302), (2344)
i celkova mechanické energie (2.294]) této soustavy vyjde stejné:
E = 1u] + a3 + 107u] + 30505 = tm (QAT + Q3A3) . (2.345)

2.7.3 Symetricky retizek tii téles

Nyni se zaméfime na kmitajici mechanickou soustavu se tfemi stupni volnosti, tj. M = 3. Ta
je tvorena tfemi télesy o stejnych hmotnostech m, pricemz vSechny jsou spojeny pruzinami
do fetizku o stejnych tuhostech k. Kazdé z obou krajnich téles jsou dale ptfipevnény dalsimi
pruzinami o stejnych tuhosti do kolmych zdi. Osy vSech ¢tyf pruzin jsou rovnobézné, a proto
vyuzijeme tii kartézskych soufadnic z1, 9 a x3 rovnobéznych s pruzinami. Poc¢atky soutfadnic
umistime do rovnovaznych poloh téles, tj. (Ze 1, Te2, Te3) = (0,0,0), jak fikd podminka (2.267)).
Geometrie zadan{ tlohy a kartézské soufadnice jsou zndzornény na obr. [2.38

Tvar potencialni energie

Potenciani energii ([2.270)) zfejmé napiseme v tomto tvaru:

V (w1, e, 23) = %k(xl —19)? + %k’(l’g —x3)? + %k’x% + %k‘x% =

= ki — kx 2o + kas — kwgws + ks, (2.346)
Matice v ([2.270) je tedy néasledujici
Cll 012 013 2k’ —k‘ 0
Cij=| Cu Cyp Cu | =| -k 28 —k
C31 O3 Csg 0 —k 2k

a je samoziejmé symetricka.
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Obrazek 2.38: Symetricky fetizek tii téles, jejichz polohy jsou popsany kartézskymi souradni-
cemi xq, T9 a 3.

Sestaveni pohybovych rovnic

Pohybové rovnice ([2.273|) dostavame v nasledujici provazané soustavé rovnic:

mi’l = —2]€$1 + k‘(l?27 mfig = k.flfl — 2]{7.T2 + kxg m.i:"g = ]{Z.TQ — 2]€.’E3 (2347)

Hledani charakteristickych frekvenci

Homogenni soustavu rovnic (2.279) tedy nalézdme ve tvaru

—m$? + 2k —k 0 a, 0
—k —mQ? + 2k —k a | =101, (2.348)
0 —k —mQ? + 2k as 0

odkud podle ([2.280))

—mQ? + 2k —k 0
det —k —mO? + 2k —k =0 =
0 —k —m$? + 2k

= (—mQ® + 2k) [(—mQ?® + 2k) (—mQ* + 2k) — k*] — k* (—=mQ® + 2k) = 0.

3

Tim dostdvame kubickou rovnici pro Q2, kterou po vydéleni m?® miiZzeme vytknutim prvni

zévorky napsat ve faktorizovaném tvaru

2
(—92 + %> <Q4 _ Ak + %) =0.
m m m

Jedno z jejich Teseni ziskame tak, Ze polozime prvni zavorku rovnu nule:

2k
2 _
QQ — T .
m
A zbyvajici dvé Teseni tak, ze polozime rovnu nule druhou zavorku, coz vede na kvadratickou
rovnici pro Q2

4k 2k?
Q- —P+ = =0.

m m2
2
531 -

1 [16k2  8k2  (2—V2)k
2m 2V m2  m? m

o M1 16k 8kT (24 V2)k
ety = ————.
2m - 2V m?2  m? m

Jejimi feSenimi jsou

4k




2.7. SPRAZENE KMITY 221

Mame tedy celkem t¥i redlné charakteristické frekvence

[(2—2)k / / /
Ql — ﬂ ~ 0777 £7 Q2 — % ~ ]_74_1 E’
m m m m
[(2+v2)k
0y = [CERRILIN 1,854/ 2. (2.349)
m m

Nalezeni souboru amplitud
Soustava rovnic ([2.284]) odpovidajici charakteristické frekvenci €2; je nasledujici:

Qk/m —k/m 0 f171 2 2) k f171
—k/m 2k/m —k/m foq | = ﬂ fa1 |- (2.350)
m
0 —k/m 2k/m f371 f3,1
Pridame-li podminku ([2.283), kterou nyni nalézame ve tvaru
fla+t i+ fii=1 (2.351)
dostéavame toto feseni:
1 1 1
S = ~071 =—. 2.352
fl,l 9 9 f2,1 \/§ 3 ) f3,1 9 ( )
Pro charakteristickou frekvenci €2, mame soustavu rovnic ([2.284))
2k/m —k/m 0 fi2 2 fi2
—k:/m Qk:/m —k/m f272 = — f272 y (2353)
m
O —k:/m 2k/m f3,2 f372
pricemz spolu s podminkou ([2.283])
f12,2 + f222 + f??2 =1 (2-354)
dava nasledujici feseni:
f12 = L = 0,71 foa=0 f3a= L o 0,71 (2.355)
1,2 Vol 2,2 ) 3,2 s .
A konec¢né pro charakteristickou frekvenci {23 bude soustava rovnic ([2.284)) tato:
2k/m —k/m 0 J13 9 fi3
’ +V2)k :
—k/m 2%k/m  —k/m | | fas | = 2+v2)k fas | (2.356)
m
0 —k/m 2k/m f3?3 f3’3
S podminkou ([2.283]) ve tvaru
f12,3 + f223 + f??:s =1, (2-357)
dostavame feseni
1 1 1
S =_———~_071 =—. 2.358
f1,3 2 ) f2,3 \/§ ) ) f3,3 2 ( )
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Vzhledem k tomu, Ze matice v (2.350)), (2.353) a (2.356) je zase symetrické, vektory

(fi1, fo1, f31)s (fr2, faz2, fa2) a (fi3, f23, f3,3) jsou opét ortogonélni, jak se mtizeme snadno

presveédcit:
1 1
Jinfiz + fonfoo + f31f32 = 3 +0— EWG; =0, (2.359)
1 1
+ + =—+4+0—-——=0, 2.360
J12/13+ fa2fo3+ f32/33 e ol ( )
1 1 1
Jisfia + fasfor + f33fs1 = 1 32ta1= (2.361)
Nakonec pak dostavame nasledujici komplexni amplitudy ([2.282)):
Ay (i) Ay (i52) Az (i55)
a1 = — exp(i as1 = —= exp(i ag1 = — exp(i
1,1 5 pli¥1), 2,1 NG pliy2), 3,1 5 pPl¥s ),
“L explip) 0 3 explic)
a12 = — exp(ipy), (g9 = 0, azs = ——— exp(ips),
1,2 \/5 pl1¥1 2,2 3,2 \/§ pl1yYs
Ay (i) Ay (i) Az (i03)
a3 = — exp(i (g3 = ——— exp(i ass = — exp(ips).
1,3 5 p\1l¥1); 2,3 2 p\1¥2), 3,3 B p\1¥s3
Vyjadreni obecného feseni
Nyni jiz mtzeme podle ([2.285)) napsat obecné feseni pohybovych rovnic (2.347):
A A A
I (t) = —1 COS(Qlt + QOl) + —2 COS(QQt + QDQ) + —3 COS(Q3t + @3), (2362)
2 NG 2
(t) A (t + o) As (Qst + 3) (2.363)
x = —= Cos — —= Cos , )
2 NG 1 Y1 NG 3 ¥3
Ay Ay Az
z3(t) = > cos(Qt + 1) — 7 cos(Qat + o) + > cos(Qst + 3). (2.364)

Je ziejmé, Ze tentokrat se mizeme zamérit na t¥i pripady: Pokud Ay, = A3 = 0, vychylky vSech
t¥1 téles maji ihlovou frekvenci €27, maji shodna znaménka a u téles m; a ms dokonce i stejné
velikosti. Jde tedy o symetricky méd. Plati-li A; = A3 = 0, soustava kmité s tthlovou frekvenci
Q5. Télesa m; a m3 maji opacné vychylky a téleso my se nepohybuje viitbec. Toto je zfejmé
antisymetricky méd. A konecné, jestlize A; = Ay = 0, télesa kmitaji s thlovou frekvenci (23,
pficemz m; a ms maji shodné vychylky, zatimco ms ji ma s opacnym znaménkem. Tento méd
je tedy zase symetricky.

Vsechny tfi popsané médy jsou ukdzény na obr. [2.39] Opét ndm pfipominaji kmity stojaté
vlny struny s dvéma pevné uchycenymi konci, jak ukazuji teckované kiivky v obréazcich.

Rychlosti kazdého z téles dostaneme casovou derivaci téchto vychylek:

A0 Ay A3Q

1(t) = ————sin(Qt + ¢1) — \2/; sin(Qot + p2) — —— sin(Qat + ©3),
A0 A3Q

ZL‘Q(t) = — \1/51 sin(Qlt —f- 801) —I— \3/53 SiIl(Q3t —I— (,03),
AQ Ay A3Q

i3(t) = — L sin(Qt + 1) + ——2 sin(Qot + o) — ——> sin(Qst + ©3).

V2

Tti amplitudy Ay, As, A3 a tii faze 1, @9, 3 uréime z Sesti poc¢atecnich podminek, které
zvolime takto:

21(0) =0, #(0) = vy, #3(0) = 0. (2.365)
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Obrazek 2.39: Grafické znazornéni souboru amplitud. Nahote: Méd A; = A3z = 0 odpovidajici

charakteristické frekvenci Qy (n = 1) s koeficienty f11, fa1 a f31 podle (|2.352

. Uprostted:

Méd A; = Az = 0 odpovidajici 2y (n = 2) s koeficienty fi2, fo2 a f32 podle (2.355). Dole:
f3,3 podle (2.358)). Obrazky

Méd Ay = As = 0 odpovidajici Q3 (n = 3)

s koeficienty f13, fo3 a

uvnitt naznacuji, jakym zptisobem pii dané charakteristické frekvenci télesa kmitaji.

To znamend, Ze mechanickd soustava ja na zacatku v rovnovazné poloze a téleso m; ma
pocatecni rychlost vy, zatimco ostatni dvé jsou v klidu. Lze ukazat, ze faze vyjdou

a amplitudy

©1 =Py =3 =—7/2

Vo
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Za pocatecnich podminek (2.365|) jsou tedy polohy a rychlosti tyto:

1 sin{;t  2sin{st  sinQst
= - 2-
z1(t) = 700 < O, + 0, + 0 ; (2.366)
sin Qlt sin Qgt
za(t) = Ly < 0 o > , (2.367)
1 sin ¢ _ 2sin st  sin st
xg(t) = 4'UO < Ql Q2 + Q3 (2368)
a
21(t) = Fvo (cos Dt + 2 cos Qat + cos Qst) (2.369)
To(t) = vy (cos it — cos Qst) (2.370)
z3(t) = Tvo (cos Dt — 2cos Ot + cos Qst) . (2.371)

Jak zaviseji polohy a rychlosti v8ech tii téles na case, je ukézdno na obr. 2.40] Muzeme si
zde povsSimnout, Ze nejdrive se zacne pohybovat modré téleso, potom cervené a nakonec hnédé.
Vidime tedy, Ze podminky pro rozpohybovani jednotlivych téles se postupné piemistuji zleva
doprava a to zpusobi, ze kmitani jednotlivych téles jsou nadale postupné fazové ,,opozdéna.“
Tento druh pohybu jiz ndm zacina piipominat vinéni, kterému se budeme vénovat v dalsi
kapitole.

0,4

E \ (m Ve A
] (1)
?’w I \//\V\ A \ (
< 00 L _Qf
S \ /
g 21 \ X \V}
0,2 J j _
043 ] 5 3 L0 i ; : 1

t (s) t(s)

Obrazek 2.40: Vlevo: Casové zévislost poloh x; modrého télesa (modré kiivka) podle ,
xo Cerveného télesa (Cervend kiivka) podle a z3 hnédého télesa (hnéda kiivka) podle
(2.368) ukazanych na obr. [2.38] Vpravo: Casové zavislosti piislusnych rychlosti i (modra
prerusovand kiivka) podle (2.369)), o (Cervena prerusovand kiivka) podle a &3 (hnéda
prerusovana kfivka) podle (2.371)). Plati: vy = 2cm/s (viz po¢atecéni podminky (2.365)), ©; =
1,08ms7 !, 0y =2,00ms™t, Q3 =2,617rs L.

Normalni sourfadnice a mechanicka energie

Reseni (2.362), (2.363) a (2.364) ndm davaji normélni soufadnice (2.289)) ve tvaru
uy(t) = Apy/pg cos(ut + 1),
ug(t) = Agv/112 cos(Qat + o), (2.372)
U3(t) = A3\/,u3 COS(Qgt + Q03>
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Ukéazeme, ze v ptripadé
M1 = H2 = U3
budou platit podminky (2.292) a (2.293)), tj.

|
3

Jinfig+ fonfor+ fanfse [ 1, kdyz [ =mn,
" N =10, kdyil#n (2:373)
a
Cifinfig+ Cia (finfor + fonfiy) + Cis (finfsi + fanfii)
_|_
v Hnfh

Cos (fonf31+ fanfor) + Coafonfor + Cssfanfss [ Q2, kdyz [ =n,
+ = y (2.374)

N/ 0, kdyz [ # n.

Do téchto vztahtt budeme postupné dosazovat z (2.352)), (2.355) a (2.358]). Nejprve pro n =
l=1,n=10=2an=1[= 3 podminka (2.373) zfejmé vyjadiuje vztahy (2.351)), (2.354) a
©2.357):

1

1 1
f12,1 +f22,1 +f32,1 = f123 +f22,3+f§,3 = Z_l + 5 + Z = f122 +f22,2+f32,2 =

bo=1.

N | —
N | =

Pron=11=2n=21l=1,n=11=3n=3l=1,n=2l=3an=23,l =2 ziejmé jiz
odpovida jiz uvedenym vztahtm (2.359)), (2.360) a (2.361]).
I podminky ([2.374) jsou splnény: Pron =1=1

011f12,1 +2C12fiafon +2C 13 f10 31 + 022f2271 +2C% fo1f31 + Cs3f32,1

_k2-K/N2H0+k—k/V2HE/2 _ (2-V2)k

= 02
m 1
Pron=101=2
011f1272 +2C12fi2f22 +2C 13 12 32 + 022f22,2 +2C% faf32 + C’ssf:)?,g B
m
_kH0+0404+0+k 2k _
N m S om 7
Apron=101=3
C11f12,3 +2C12fi3f23 +2C13 1333 + C22f22,3 +2C23f23f33 + C33f3?,3
m
k24 kNZHO+k+R/V2HE/2 2+ V2)E 0
— = = Q3.
m m

A konecné pron=1,l=2an=21=1

Ciifinfie +Ci2(fiifoz + fonfie) + Cis (finfse + fs1f12)
m
_|_023 (foafso + fa1fa2) + Coaforfoo + Cssfsifao

+

:k/\/’—k/2+o+k;/2+0—k/\/§:0
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Pron=1,l=3an=3,l=1

Ciifinfis +Ciu2(firfos+ fonfis) + Cis (fiafss + fs1f13) n
m
+023 (foafss+ fa1fos) + Coaforfos + Cssfsnfss
m
B E/24+04+0+0—k+k/2
m

Apron=2l=3an=3,1=2
Cifiafis+ Cia(fiafos + foofis) + Cis (frafss + fs2fis)

m
+023 (foofss+ faofos) + Corfonfos + Cssfsafss

+

_ kN2 k240 k/24+0-k/V2 _

m

0.

Normalni souradnice tedy nalézame v tomto tvaru

up(t) = Ajv/mcos(t + 1),
uy(t) = Agv/mcos(Qat + p2), (2.375)
uz(t) = Azv/mcos(Qst + ©3),

pri¢emz podle ([2.362)), (2.363) a (2.364]) pro né plati

ui(t) = 3v/m (:Ul —1-232\/5-1-:153) ;

m

uy(t) = 5 (z1 —x3),

us(t) = 2v/m (ml — 2V2 + x3> :

Po vyjadfeni casovych derivaci normalnich soutadnic (2.375)) 1ze pak ukazat, ze celkova me-
chanicka energie (2.294]) této soustavy vyjde

E = 1a] + 103 + Lad + 107l + 30503 + LQ5uf = $m (AT + Q343 + Q343)  (2.376)

a je podle ocekavani konstantni.



Kapitola 3

Dodatky

Dodatek A: Neékteré vlastnosti funkci vice proménnych

Zopakujeme nékteré vlastnosti realnych funkci vice redlnych proménnych z hlediska diferenci-
alniho poctu. Pro detailni studium funkci vice proménnych doporucujeme nékterou z mnoha
skvélych matematickych uéebnic/[l]

Ze zakladniho kurzu matematiky vime, ze funkce vice proménnych je zpiisob prifazeni
jedné hodnoty, kterou oznac¢ime napt. f, usporadané N-tici proménnych, napt. xy, xs, ..., TN,
a zapisujeme ji takto

flzy,z9,...,2n) = f(z)) (1=1,2,...,N).

Usporného zapisu uvedeného za symbolem ,=“ budeme uZivat velmi &asto. Pokud to bude
mozné, nebudeme déle jiz ani uvadét, jakych hodnot index nabyva. Danou funkci tedy budeme
oznacovat pouze nasledujicim zépisem:ﬂ f(z;).

Nékdy se vSak budeme zabyvat jednou z proménnych (napf. z; s konkrétnim indexem )
anebo souborem proménnych (napi. zy, kde k = M + 1, M + 2,..., N) v souvislosti s jinym
souborem proménnych (napi. x;, kde j = 1,2,..., M). V takovém ptipadé budeme disledné
vy¢ty hodnot indext uvadét.

A.1 Nezavislé a zavislé proménné

Pokud hodnoty kazdé z proménnych z; miizeme ménit zvlast, aniz by to mélo vliv na hodnoty
ostatnich proménnych, fikame, ze jde o nezavislé proménné. Jejich hodnoty potom mutzeme
vynaset na osy souradného systému definovaného v N-rozmérném prostoru. Nezavislost pro-
ménnych z; se projevi tim, Ze vSechny osy jsou navzajem kolmé a o takovém soufadném sys-
tému potom fikame, Ze je ortogonélni.ﬂ Vektor r = (z1,x2,...,2x) = (x;) jednoznacné urcuje
v tomto souradném systému polohu bodu, ktery oznac¢ime P, a naopak bod P jednoznac¢né
urcuje hodnoty vsech proménnych x;.

Defini¢nim oborem funkce f je mnozina vSech hodnot proménnych x;, pro které je funkce
definovana. Geometricky je defini¢ni obor reprezentovan néjakym N-rozmérnym télesem (muze
sestavat z vice oddélenych oblasti), kterou projde bod P, pokud vSem proménnym postupné
prifadime vSechny hodnoty z defini¢niho oboru. Tomuto télesu budeme fikat definicni oblast.

INapf.:
J. Musilova, P. Musilova: Matematika pro porozumeéni a praxi II. VUTIUM, Brno 2012, kap. 9,
K. Rektorys: Prehled uzité matematiky I. Prometheus, Praha 1995, kap. 12.

2V mnohych textech by se takova funkce zapsala dokonce i zkracengji: f(x).

3V fectiné se vyraz ,pravouhly® vyjadiuje slovem opfloywrios (vysl. ortogénios).
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Priklad 3.1 Na obr. vlevo je ukézan priklad vyneseni hodnot dvou nezavislych pro-
ménnych z; a zo (N = 2) do dvourozmérného ortogonédlniho souradného systému. Poloha
bodu P je dédna vektorem r = (1, x2). Zmény hodnot x; a x5 mizZzeme provadét libovolné
a kazdé takové zméné nalezi posunuti bodu P. Jsou ukazany dva pripady: zména z; o Az,
se soucasnym zachovanim hodnoty z, (oznaceno modfe) a zména xs o Az, se soucasnym
zachovanim hodnoty z; (oznaceno Cervené). Je zfejmé, ze se bod P muze obecné libovolné
premistovat v naznacené definiéni oblasti podle konkrétnich zmén hodnot proménnych z; a
xo. Defini¢ni oblasti bude v tomto pfipadé néjakd rovinnd oblast (popf. sjednoceni oblasti)
popsana v soufadném systému s osami x; a s.

P Az | — [
I 1 | 1 | [
! | [ P
a . : m . : ml
x T, +Ax, 1 r, Az, x,+Ax,

Obrazek 3.1: Vlevo: Vyneseni bodu P urcenym dvéma nezavislymi proménnymi z; a z5. Jsou
ukdzany dva priklady posunuti (modfe a ¢ervené) bodu P po naznacené defini¢ni oblasti.
Vpravo: Priklad zavislé proménné x5 na x; a vyneseni bodu P na ose ;.

Je-1i vSak néktera z proménnych x; zavisla na jinych, znamena to, Ze existuje jednoznacné
prifazeni hodnoty této proménné, kterou oznacime x, hodnotam zbyvajicich proménnych x;,
kde ¢ nabyva hodnot 1,2, ..., N vyjma k. Toto prifazeni lze vyjadrit tak, ze x je obecné funkci
vSech zbyvajicich proménnych x;, neboli

xp = vx(z;), pro vSechna i # k. (3.1)

Tim ovsem zaroven fikame, ze zadame-li hodnoty vSech zbyvajicich proménnych z;, jiz auto-
maticky zname hodnotu proménné z;, pokud je znama funkce . Tim se redukuje pocet
nezavislych proménnych na N — 1. Je zfejmé, ze kazda dalsi zavisla proménné dale snizuje
pocet nezavislych proménnych o jednicku. Pocet zavislych proménnych Z z celkového poctu
N znamend N — Z nezdvislych proménnych. Jejich hodnoty tedy nyni sta¢i vynaset pouze na
N — Z os ortogonalniho souradného systému zavedeného v prostoru dimenze N — Z.
Problém souboru N proménnych, z nichz Z je zavislych na zbyvajicich proménnych, tak lze
zredukovat na soubor M = N — Z nezavislych proménnych nésledujicim zpiisobem: zavedeme

index j = 1,2,..., M a oznac¢ime jim postupné vSechny nezavislé proménné. Dale zavedeme
index k = M +1,M + 2,..., N a oznacime jim zbylé zavislé proménné, které jsou potom

dany funkcemi xy(z;), kde k prochazi vSemi indexy zavislych proménnjch a j vSemi indexy
nezavislych proménnych.

Priklad 3.2 Obr. vpravo ukazuje priklad, kdy jedna ze dvou proménnych je zavisla
na druhé, v tomto pfipadé existuje funkce z3(z1). Potom se ptivodni dvourozmérny prostor
s osami x1 a x9 redukuje na prostor jednorozmérny, kde je definovan soufadny systém s jedinou
osou 1. Zména hodnoty x; o Ax; jednoznacné urcuje zménu hodnoty x,. Je vidét, ze se nyni
bod P miize libovolné pfemistovat pouze v jednorozmérném prostoru.

V dalsim budeme u vSech funkci predpokladat pouze nezavislé proménné, budeme je nadale
oznacovat symboly x; a jejich pocet bude vyjadfen piirozenym ¢islem M.



229

A.2 Graf funkce vice proménnych a uplny diferencial funkce

Grafem funkce f(x;) je geometricky ttvar v nadprostoru dimenze M + 1, ve kterém definu-
jeme ortogonalni soufadny systém s M + 1 navzajem kolmymi osami. Na M osach vynasime
jednotlivé proménné z; tak, Ze v tomto M rozmérném prostoru vznikne bod P o polohovém
vektoru r = (z;) (tento bod jsme zavedli v pfedeslém odstavci). Na zbyvajici (M + 1)-ou osu
vyneseme funkéni hodnotu f(z;).

Pfiklad 3.3 Naobr.[3.2vlevo je ukdzan ptiklad grafu funkce jedné proménné f(z;) (M = 1).
Osa x1 je zavedena v jednorozmérném prostoru, ve kterém hodnota proménné x; urcuje bod
P o polohovém vektoru s jedinou slozkou (x7) zndzornény cernym krouzkem. V nadprostoru
dimenze M + 1 = 2 zavedeme druhou osu kolmou k ose x; a na ni vynasime funkéni hod-
notu funkce f(z1). Ve dvourozmérném nadprostoru tedy vznikne bod () znazornény ¢ervenym
krouzkem. Mnozina vSech takovych bodd () pro rizné hodnoty z; tvori graf funkce f(x1).
Vzhledem k tomu, ze v tomto ptipadé M = 1, grafem této funkce je kiivka, ktera predstavuje
jednorozmérny geometricky utvar v dvojrozmérném prostoru. Defini¢ni oblasti je v tomto pii-
padé jednorozmérné téleso, tedy néjaka tisecka (popf. tsecky), polopfimka (popf. polopiimky),
¢i vSechny body na ose x7.

Priklad 3.4 Na obr. vpravo je ukazan priklad grafu funkce dvou nezavislych proménnych
f(z1,29) (M = 2). Ve dvourozmérném prostoru je zaveden soufadny systém s navzdjem
kolmymi osami x; a x5. V tomto souradném systému hodnoty proménnych z; a x5 urcuji bod P
o polohovém vektorur = (x1, z5) (znazornény cernym krouzkem). V nadprostoru dimenze M +
1 = 3 zavedeme dalsi osu kolmou k obéma predchozim a na ni vynasime funkéni hodnotu funkce
f(zq1,22). V tomto trojrozmérném nadprostoru opét vznikne bod @) (znézornény cervenym
krouzkem). Mnozina v8ech takovych bodi @ pro rtzné hodnoty z; a zo tvori graf funkce
f(x1, z5). Grafem této funkce je plocha jako dvourozmérny geometricky utvar v trojrozmérném
prostoru. Defini¢ni oblasti je nyni néjakd rovinna oblast (popf. oblasti) v dvourozmérném
prostoru, kde je definovan ortogonalni souradny systém s osami x; a .

Tusime, ze v ptipadé tii nezavislych proménnych bude grafem funkce trojrozmérné téleso ve
¢tyfrozmérném nadprostoru a definiéni oblasti bude trojrozmérné téleso (popf. trojrozmérna
télesa) v trojrozmérném prostoru, kde je definovan ortogonalni soufadny systém s osami 1,
Zo a x3. Takhle bychom mohli postupovat dale k funkcim libovolného poc¢tu nezavislych pro-
ménnych.

Uplny diferencial funkce

V dalsim textu budeme vzdy pracovat pouze s takovymi funkcemi vice proménnych, které
jsou v daném bodé a jeho blizkém okoli spojité i s jejich parcialnimi derivacemi prvniho fadu
podle vSech proménnych. Takovym funkcim se ¥ika diferencovatelné funkce a plati pro né toto:
zméni-li se jednotlivé nezavislé proménné z; o libovolné infinitezimalni hodnoty dx;, vysledna
infinitezimalni zména df funkcni hodnoty f diferencovatelné funkce je rovna tzv. uplnému
(totalnimu) diferencidlu ve tvaru

of dx1+a—fdx2+"'+a—d$M: —Ldz;. (3.2)

8951 8x2 T M - al’j
7=1

df



230 KAPITOLA 3. DODATKY

lokalni inflexni  lokalni lokalni sedlové lokalni
minimum bod maximum maximum body minimum

fz) v

A

Q

Y/ |
|
[ vynesena funkéni

vynesend funkéni

| hodnota f(z,) z hodnota f(z,,x,)
P '
- > 0
T 1
jednorozmeérny o
prostor Ty

Obréazek 3.2: Vlevo: Ptiklad grafu funkce jedné proménné f(z;). Vpravo: Piklad grafu funkce
dvou nezavislych proménnych f(xy, z3).

Gradient diferencovatelné funkce f v daném bodé je definovan jako vektor, jehoz slozky jsou
rovny parcidlnim derivacim funkce f podle vSech proménnych z;:

of o 0 0
Vf= —f,—f,...7—f = of . (3.3)
3x1 8902 8x M 8x j
Déle zavedeme vektor (infinitezimdlniho) posunuti, jehoZ slozky jsou rovny infinitezimalnim
zménam jednotlivych proménnych dz;:
dr = (dzy,dxs, ..., dzy) = (dzy) .
Je zfejmé, ze uplny diferencial (3.2)) pak mizeme pfepsat do tvaru
df =V f-dr. (3.4)

Mohou (ale nemusi) existovat specialni hodnoty . ; jednotlivych proménnych, které uréuji
bod o polohovém vektoru r, = (. ;), v némz plati

df (re) =Y or dzy = 0. (3.5)

To znamena, ze v tomto bodé nedojde ke zméné funkéni hodnoty pri infinitezimalni zméné
hodnoty kterékoli proménné ;. To nastava v bodech, kterym fikdme staciondrni body funkce a
takovym bodem muze byt napi. lokalni minimum, lokélni maximum, ¢i sedlovy bod. Ptiklady
téchto bodu jsou ukazany na obr. vpravo.

Z a z faktu, Ze proménné x; jsou nezévislé, plynou pro stacionérni body funkce f
nasledujici podminky, které musi vSechny zaroven platit:

(9_9[:j . =0 pro kazdé j. (3.6)
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Na prvni pohled se zda, Ze soucasna nulovost kazdé z parcidlnich derivaci je prilis silny
pozadavek. Stacilo by pfece, aby fada vyjadfend sumou v (3.5]) obsahovala takové (nenulové)
¢leny, které se navzajem vyrusi. Proto je vhodné nyni kratce rozebrat tvahy, ze kterych zavér

(3-6) plyne.

Pokud pro nékterou z parcialnich derivaci, napi. podle proménné x,,, plati

of

0T,

#0,

r=re

potom infinitezimélni zména dx,, proménné x,, zpisobi nenulovou infinitezimalni zménu df
funkéni hodnoty, nebot v takovém pripadé

df (re) dz,, # 0.

r=re

:M

Mohlo by se ale zdat, ze by se tato situace dala ,zachranit® tak, Ze i jina z parcialnich derivaci
by byla nenulova, napft.

of
— 0
0Ty |._, 7
tak, aby nakonec platilo
_ 9f of _
df (ro) = S| dz,, + AR dz, =0

To by ale znamenalo, Ze by musela byt infinitezimalni zména dz,, zcela svazana s infinitezi-
malni zménou dx,, tak, aby oba ¢leny mély opacné znaménko, a zaroven, aby jejich absolutni
hodnoty si byly rovny. Tim bychom ovsem ftikali, Zze proménné x,, a z, jsou na sobé zavislé.
Protoze povazujeme vSechny proménné za nezavislé, nelze na pfilezitostné vyruseni nenulo-
vych ¢lent fady ,spoléhat“ ve vSech pfipadech. Proto je nulovost df (r.) vZdy zajisténa jen
tehdy, kdyz jsou vSechny parcidlni derivace bez vyjimky nulové, jak fika vztah (3.6). Tyto
uvahy jsou nesmirné dulezité ve variacnich tlohach, kterymi se budeme pozdéji zabyvat.

A.3 Poradi u smisenych parcialnich derivaci

Vénujme se nasledujicimu krivkovému integralu

/B df, (3.7)

A,

kde A a B jsou body néleZejici defini¢ni oblasti v prostoru dimenze M. Symbolem ¢’ se
rozumi kiivka v tomto prostoru, jejiz krajni body jsou A a B. Tato kfivka (vCetné poca-
tecniho a koncového bodu) probihd pouze defini¢ni oblasti, a navic ve vSech bodech kiivky
je funkce f diferencovatelna. Této krivce, po niz integrujeme, budeme tikat integracni cesta.
Poloha bodu A je dana vektorem (241;%49;...;24m) = (z4,), poloha bodu B vektorem
(xp1;xpo;...;xpMm) = (vpy). Je zfejmé, Ze integral predstavuje soucet infinitezimél-
nich zmén funkce f(x;), postupujeme-li po kiivce ¢’ od bodu A k bodu B. Vysledkem tedy
musi byt rozdil jejich funkénich hodnot v krajnich bodech, tedy

B
/ df = f(vp;) — f(zay) = Af.

Al
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B
/ ay,
A

kde A a B jsou stejné body v prostoru dimenze M, jako v piedchozim pripadé. Kfivka ¢’
se od kiivky ¢ lisi, stdle vSak probihd pouze body, ve kterych je funkce f diferencovatelna.
Integracni cesty jsou tedy rtzné, avSak maji spole¢ny pocateéni a koncovy bod. V takovém
pripadé musi platit

Zkoumejme nyni integral

B
| ar = flems) = fleas) = At
neboli

B B
/ af = [ ar (3.9)
A, A’

Tento vztah tika, ze v piipadé shodnych pocatecnich a koncovych bodu je hodnota krivkovych
integraltt vzdy rovna téze hodnoté bez ohledu na cestu, po které je integrace provadéna.
Tyto tivahy néas vedou jesté dale: bude-li integracni cestou libovolna uzaviena kiivka, kterou
oznacime c, poc¢atecni bod bude totozny s koncovym bodem a bude tudiz platit

j{df:().

UZijeme-li vyjadfeni df pomoci vztahu (3.4), 1ze tento integral pfepsat do tvaru

Vf - dr = 0. (3.9)
7

Nyni predpokladejme, Ze uzaviena kiivka ¢ byla vytvofena postupnymi zménami pouze
dvou proménnych s konkrétnimi indexy k a [. VSechny zbyvajici proménné povazujeme za
konstantni. Uplny diferencial funkce f obecné popsany vztahem je tedy v tomto piipadé
vyjadien takto:

_ _(9f of\. of of
df =V f-dr = (8xk 81‘1) (dzy, dx;) = 3xkd k axldxl. (3.10)

Ktivku ¢ pak mizeme znazornit ve dvourozmérném prostoru se souradnym systémem tvorenym
dvéma navzajem kolmymi osami, které oznacime z; a x;. Je ziejmé, ze tato kiivka je rovinna
(v8echny jeji body nalezi téze roving). Déle je zfejmé, Ze existuje jediné plocha, kterd je kiivkou
obepinana a kterou ozna¢ime S. Rikdme Ze kiivka c je hranici plochy S. Ptiklad takové plochy
S, jejiz hranici je uzaviend kfivka c, je ukdzan na obr. [3.3

Ptedpokladejme, Ze funkce f je diferencovatelna nejen ve viech bodech] kiivky ¢, ale i ve
vsech bodech plochy S. UZitim lze pak integral pfepsat pomoci Greenovy véty na
plosny integral po plose S:

gora= [/ {axk (axl) o (gjk>]ds (3.11)

S ohledem na (3.9) musi tedy platit:

I () 2 (2)]as=o o

4Pfipominame, %e bod neni dan pouze hodnotami proménnych x;, a z;, ale také vemi ostatnim proménnymi,
které se nyni povazuji za konstantni.
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£y

'mk’,

Obrazek 3.3: Priklad uzaviené rovinné kiivky c, ktera obepind plochu S (Seda oblast) a tvori
tak jeji hranici.

Zkoumejme, kdy bude uvedeny plosny integral roven nule. Mtizeme predpokladat, ze integrand
bude mit natolik specilni tvar, ze v nékterych ¢astech plochy S bude zaporny a v jinych kladny
tak, aby byl integral nakonec nulovy. Vztah ale plati pro libovolnou uzavienou ktivku c a
tudiz i libovolnou plochu S, kterou tato krivka. Nelze se tudiz spolehnout na to, Ze se integrand
bude ,automaticky pfizptisobovat® tomu, jakou plochu S (kiivku c) zvolime.E] Dospivame tak
k zavéru, ze, ma-li byt integral nulovy vzdy bez ohledu na volbu integracni oblasti, musi
byt integrand identicky roven nule ve vSech bodech plochy S. Plati tedy

o (0 o (0
O (oF_ 9 (9 (3.13)
Oxr \ Ox; ox; \ Oxy,
Toto vyjadreni tika, ze, pokud je funkce f v daném bodé diferencovatelna, je lhostejné, zda ji
nejprve parcialné derivujeme podle x; a potom podle x; nebo naopak. Vysledek je vzdy stejny.

Vzhledem k tomu, Ze jsme nekladli Zddné podminky pro hodnoty indext k a I, vztah (3.13))
plati pro libovolnou dvojici (nezavislych) proménnych.

Priklad 3.5 UkaZzeme, ze nezélezi na potradi smiSenych parcialnich derivaci funkce

f(x1, w9, w3) = /23 — 23 Inx3

ve vsech bodech, ve kterych je diferencovatelna. Jeji defini¢ni obor je ziejmé urcen nasleduji-
cimi nerovnostmi:

|z1| > |x2| a zaroven x3 > 0.

Defini¢ni oblast této funkce je ukdzana na obr.
VSechny tii parcidlni derivace prvniho fadu této funkce jsou

of T of To of x? — 73
= In 3, = — In z3, = .
ory  \/2? — a3 0wy L 0x3 x3

Funkce f(x1, 29, x3) je tedy diferencovatelna ve vSech bodech defini¢niho oboru vyjma bodi,
pro které plati

1] = |22l

5Podobné tvahy jsme provadéli v piedchozim odstavci p¥i hledani podminek pro stacionarni bod funkce,
viz vztah (3.6) a text nize.
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|z,| = |x,| patii do defini¢niho oboru

z, 25 = 0 nepatii do defini¢niho oboru

Obrézek 3.4: Defini¢ni oblast funkce f(xy, 19, 73) = /2% — 23 Inx3.

Nyni provedeme vSechny smisené parcialni derivace s obéma poradimi v bodech, ve kterych
je funkce f diferencovatelnd (|z1| > |z2| a zaroven z3 > 0):

0 of 129 In g 0 af Toxq In x5 0 af
O, <3931) (22— )Y Oy <3$2> (@) O (3901) |
o (0f\ T o (of T o (of\
0z3 (83:1) a2 — 22 01y <8$3> m 0z3 (8:61) ’

o (0f\ Ty o (0f\ _ Ty 0 [of
s () = o)~ i ().

Tim jsme ukézali, Ze ve vSech bodech, ve kterych je dané funkce f(x1,z9, x3) diferencovatelna,
nezalezi na pofadi u smisenych parcialnich derivaci, jak fika vztah (3.13)).
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Dodatek B: Nékteré vlastnosti komplexnich éisel a kom-
plexnich funkci

Komplexni ¢islo z je jednoznacné urcéeno dvéma ¢isly 2’ a z” z oboru realnych ¢isel a zapisujeme
ho ve tvaru
z =2 +1" (3.14)

kde ,i“ je imaginarni jednotka definovana vztahem
i=+v-1 (3.15)

Cislu 2’ fikéme redlné ¢ast komplexniho ¢isla z a ¢islo 2" je jeho imaginarni ¢asti. Matematicky
zapis realné ¢asti néjakého komplexniho ¢isla provedeme pomoci funkce Re{}, imaginarni
¢ast zapiSseme pomoci funkce Im{}. Napf. pro redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

ur¢eného vztahem ({3.14)) plati:
Re{z} =7/, Im{z} = 2".

S komplexnim ¢isly pocitame pomoci stejnych postupt jako s mnohocleny. Soucet nebo
rozdil dvou komplexnich ¢isel a a b vyjadiime takto:

atb=(d+id") £ +1")= (' £V)+i(a" £1")
a tim poznavame realnou a imaginarni ¢ast vysledného komplexniho cisla:
Re{a+ b} =d £V, Im{a + b} =a" £¥".

Jinymi slovy feceno, redlnd a imaginarni ¢ast souctu nebo rozdilu dvou komplexnich ¢isel je
rovna souctu nebo rozdilu jejich redlnych a imaginarnich ¢asti. Chceme-li vyjadrit soucin a a
b, pak budeme s pomoci (3.15)) postupovat takto:

ab — (a/ ‘I‘ ia”)(b/ + ib”) — a/b/ + ia/b// _|_ ia//b/ + (i)2a”b// — (a/b/ _ a//b//) ‘I‘ i(a/b// _|_ a//b/)‘
Redlnou a imaginarni ¢asti soucinu tedy jsou vyrazy
Re{ab} = d'b' — a"b", Im{ab} = a'd" + a"V'.

Komplexné sdruzené ¢islo ke komplexnimu ¢islu z = 2/ + iz” znadime z* a definujeme jej
vztahem
=2 -1 (3.16)

neboli plati
Re{z*} = 7/, Im{z*} = —2".

Soucin komplexniho ¢isla z s ¢islem z* k nému komplexné sdruzenym nazyvame kvadrat modulu
komplexniho ¢isla z, oznacujeme ho symbolem |z|? a s pomoci (3.15)) jej miiZzeme vyjadfit ve
tvaru
2 * ! /i ! /i 2 /AW 2 "2
2| = 22" = (' +12") (2 —12") = 2 — (1) = 27 + 2"~ (3.17)

Kvadratu modulu komplexniho ¢isla mtizeme vyuzit napt. pfi vyjadieni podilu dvou kom-

plexnich ¢isel a a b:
a a +iad”

b W+
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Abychom rozpoznali redlnou a imaginarni ¢ast vysledku, cely zlomek rozsifime ¢islem kom-
plexné sdruzenym ke jmenovateli:

a a/ + ia// bl _ ib// (a/ + iall)<b/ _ ib//) (alb/ + a//b//) + i(a//bl _ a/b//)

g - b4y — i’ o b2 L pr2 o |b|2
Nyni jiz vidime, ze
a ab + a'b" a a'V — 't
SO TR
“Wb FE v FE

Geometricky muzeme dané komplexni ¢islo znézornit pomoci tzv. komplexni (Gaussovy)
roviny ur¢ené dvéma navzajem kolmymi osami. Na vodorovnou osu, kterou nazyvame redlnd
osa a oznacime ji r, vyneseme realnou ¢ast komplexniho ¢isla, na svislou osu 4, tzv. imagindrni
osu, vyneseme jeho imaginarni ¢ast. Bod urceny témito dvéma soutfadnicemi predstavuje geo-
metrické znazornéni daného komplexniho ¢isla. Na obr. je ukdzano geometrické znazornéni
komplexniho ¢isla z ur¢eného vztahem ((3.14).

Obrazek 3.5: Geometrické znazornéni komplexniho ¢isla z podle vztahu (3.14)).

A.4 Exponencialni funkce komplexni proménné

Komplexni funkci rozumime prifazeni komplexniho ¢isla danému komplexnimu ¢islu a zapisu-
jeme ji obdobné jako samotna komplexni ¢isla:

f(2) = f(2) +if"(z) = ['(z,2") +if"(, 2"),
kde f'(Z,Z") je redlna ¢ast komplexni funkce f(z) a f”(Z,2") je jeji imaginarni ¢ast, neboli
Re{f(2)} = f'(<,2"), Im{f(2)} = f"(<,2").

Podobné, jako jsme definovali komplexné sdruzené éislo z* k ¢islu z, viz (3.16)), mizeme
definovat i komplexné sdruzenou funkci f*(z) k funkci f(z):

(z) = f'(Z,2") —if" (¢, 2"). (3.18)
Kvadrat modulu dané komplexni funkce je realna funkce komplexni proménné z ve tvaru
FEP =P + 1) = F&)f(2)- (3.19)

V dalsim popiseme nékteré hojné pouzivané komplexni funkce. Exponencialni funkci s ryze
imaginarnim c¢islem v argumentu lze vyjadrit pomoci Eulerova vzorce. Pro jeho odvozeni
nejprve napiseme Taylortiv rozvoj exponencialni funkce exp(z) v bodé z = 0:

z
exp(z) =1+z+22+3°2 + Lot + L0+ L0+ LT = Zﬁ’ (3.20)

n=0
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a Taylorovych rozvoji funkei cos(a) a sin(a) v bodé o = 0:

0 2n
o
cos(a) =1 -3+ fa* — Lal+ ... = Z(—l)”m, (3.21)
n=0 ’
. 1.3 15 17 - ot
SlH(Oé) = Z — 60& + mOé — m& + o= Z(—l)nm (322)
n=0 ’

Nahradime-li proménnou z vyrazem ia, kde « je realné ¢islo, jednotlivé mocniny 2™ pron > 0
vychéazeji takto:

z=ia; 2% =(ia)* = —a? 2*=(ia)’ = —ia®; 2*'= (ia)! =
27 = (ia)’ =ia®; 2% = (ia)® = —af 27 = (ia)" = —ia";
Tyto mocniny dale dosadime do Taylorova rozvoje (3.20)):
exp(ia) =1 +ia — 1a” — Lo’ + La' + 5ia® — =50’ — Loia” + .. (3.23)

a porovnanim tohoto vysledku s Taylorovymi rozvoji (3.21) a (3.22) zjistujeme, ze plati
exp(ia) = cos v + isin o,

coz predstavuje Fulertiv vzorec. Vidime, Ze redlnou ¢asti funkce exp(ia) je funkce cosa a
imaginarni ¢asti sin a. To lze matematicky zapsat nasledujicim zptisobem:

Re {exp(ia)} = cosa, Im{exp(ia)} = sina.
Vzhledem k tomu, ze funkce kosinus je suda, zatimco funkce sinus licha, dale plati
exp(£ia) = cosa £isina. (3.24)

Funkce exp(ia) a exp(—ia) jsou tedy komplexné sdruzenymi funkcemi a kvadrat modulu
exp(Z£ia) je roven 1 bez ohledu na argument a:

exp(tia) exp(Fia) = exp(tia Fia) = 1.
Nyni jiz mizeme zapsat, ¢emu je rovna exponencialni funkce komplexni proménné:

exp(z) = exp(z’ +12") = exp(2’) exp(iz”) = exp(2’) [cos(2") + isin(2")] =
= exp(z’) cos(2") +iexp(2’) sin(z"). (3.25)
Plati tedy

Re{exp(z)} = exp(z’) cos(z"), Im{exp(2)} = exp(z’) sin(z").

A.5 Vyjadreni komplexniho ¢isla pomoci exponencialni funkce

Na obr. jsme vidéli, Ze geometrické zndzornéni komplexniho ¢isla z = 2/ + 12" vyuziva
kartézskych souradnic 2’ a z” pro urceni polohy bodu v roviné dané osami r a i. Ze zdkladniho
kurzu analytické geometrie vime, Ze poloha bodu v roviné mtze byt jednoznacné urcena téz
pomoci polarnich soufadnic. Vzdélenost bodu od pocatku soufadného systému oznacme |z| a
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Obrazek 3.6: Geometrické znédzornéni komplexniho ¢isla z pomoci polarnich souradnic.

orientovany tthel mezi priavodicem (spojnici mezi danym bodem a poc¢étkem) a osou r ozna¢me

¢, viz obr. 3.6
Z definice kvadratu modulu ¢isla z, viz (3.17)), jiz vyplyva pro¢ jsme vlastné vzdalenost

bodu od pocatku souradného systému oznadcili |z|:
2| = V22 + 22 = /|z|% (3.26)

Oznaceni |z| se fika velikost nebo modulus ¢isla z a Ghlu ¢ jeho faze. Z geometrie ukazané na

obr. [3.6) dale vyplyva, ze
2 = |z| cos ¢, 2" =|z| sin ¢. (3.27)

Komplexni ¢islo z uréené vztahem (3.14]) tak ddle miizeme pomoci (3.24]) vyjadiit ve tvaru
z =2 412" = |z|cos ¢ +i|z|sin ¢ = |z| (cos ¢ + isin @) = |z| exp(ie). (3.28)

V predchozim odstavci jsme uvedli, Zze komplexni ¢islo je ddno dvéma realnymi c¢isly, redlnou
¢asti 2/ a imgindrni Casti 2”, viz (3.14). Na zdkladé vyjadfeni mtizeme téZ Tici, ze
komplexni ¢islo z je uréerno jeho velikosti |z| a fazi ¢.

Tento zpiisob vyjadieni komplexniho ¢isla mé své vyhody v jeho snadném geometrickém
znazornéni, avsak vede na nasledujici nejednoznacnost: Komplexni ¢islo z lze vyjadrit pomoci
nekone¢né mnoha fazi:

z = |z expli(¢ + 2mn)],

kde n je libovolné celé ¢islo. Tato nejednoznacnost se da odstranit pozadavkem, ze faze ¢
nabyva hodnot pouze z intervalu (0, 27).

A.6 Odmocnina z komplexniho ¢éisla

Exponencialni funkce komplexni proménné lze vyuzit i pii vyjadieni odmocniny z komplexniho
Cisla z = 2/ + 12" = |z| exp(ip):

+ vz = £/ exp(i9) = =v/[2] [exp(io)]/* = +v/[z] exp(ic/2). (3.29)

Tento vysledek nas privadi k jejimu snadnému geometrickému znazornéni, které je ukazano
na obr. 3.7 Nachazi-li se bod reprezentujici ¢islo z nad realnou osou (z” > 0), oba body
odpovidajici +4/2 jsou v prvnim a tietim kvadrantu, jak je znédzornéno na obr. vlevo. Je-li
bod z pod redlnou osou (z” < 0), body ++/z najdeme ve druhém a ¢tvrtém kvadrantu, viz
obr. vpravo. Pro znaménka redlnych a imaginarnich ¢asti ++/z tedy plati

Re{+vz} >0 A Im{+yz} > 0;
Re{—vz) <0 A Im{-vz} <0, kdyzz" >0, (3.30)
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Re{—i-\/g} <0 A Im{—l—\/z} > 0;
Re{-vz} >0 A Im{—z} <0, kdyz:"<0. (3.31)

»
»
»
>

zlexp(ig /2
/|Zl//’ = +V/[lexp(io / )\

/ﬂ o2 g |Z|g\;<\"s¢/2 g

—VIzlexp(i¢ /2) ﬂ/l \/—exp i /2)

Obréazek 3.7: Geometrické znazornéni odmocniny z komplexniho ¢isla z. Vlevo: ukazka, kdy
Z" > 0, vpravo: ukazka, kdy 2" < 0.

Chceme-li znat hodnoty realné a imaginarni ¢asti, budeme pomoci (3.29)) postupovat takto:
Nejprve vyjadiime redlnou a imaginarni ¢ast exp(i¢/2), viz (3.24)):

exp(i¢/2) = cos(¢/2) +isin(¢/2). (3.32)

Déle vime, ze plati goniometrické vzorce

cos?(¢/2) = 3 (1 +cos¢), sin*(¢/2) =3 (1 —cose). (3.33)
Potom uzitim prvniho ze vztahu (3.27)) ziskdme vyjadieni pro cos ¢
cos ¢ = Z—,
||
které dosadime do (3.33)) a vysledné vyrazy s ohledem na (3.30) a (3.31)) odmocnime:

cos(¢/2) = £sgn(2")4 [ 5 1+ B | sin(¢/2) = +4/3 |z

Nyni téchto vztaht vyuzijeme ve vyrazu 1
e ]

-+ [sgn<z">¢% (11 + =) + ﬁ (1= )]

a dosazenim do ([3.29) jiz dostavame vysledek:

exp(ip/2) =

= vz = Hsgn(2")y /3 (2] + 2) £iy/3 (2] - 2). (3.34)
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Dodatek C: Fourierova rada

Obecnou Fourierovou fadou se rozumi vyjadieni obecné kompexni funkce f(z) definované na
intervalu z oboru redlnych ¢isel x € (xg, 1) pomoci nasledujici nekoneéné fady:

o0

= anpn(z (3.35)

n=0

kde ¢, (x) jsou tzv. bazové funkce a a, jsou jejich amplitudy. Protoze f(zx) je obecné kom-
plexni funkei (redlné proménné x), i bazové funkce ¢, (x) jsou obecné komplexnimi funkcemi
a amplitudy a,, jsou obecné komplexnimi ¢isly.
Aby byla fada Fourierovou fadou, musi bazové funkce ¢, (x) tvofit tzv. dplng orto-
gonalni systém funkci.
K jeho popisu vSak nejdiive potfebujeme na intervalu x € (z, 1) definovat skaldrni soucin
dvou funkci g(x) a h(x):
1
(glh) = / ¢ (2)h(z) da, (3.36)
Zo

kde g*(x) je komplexné sdruzend funkce k funkci g(x), viz (3.18)). Lze ukézat, Ze pro skalarni
soudin dvou funkci plati komutativni zdkon, tj. (g|h) = (h|g). Skalarni soucin funkce g(x) se
sebou samou potom napiseme takto:

W)= [ g @ de= [ o) (337)

o Zo

kde jsme pouzili definici kvadratu modulu |g(x)[? funkee g(z), viz (3.19). Je-li integral (3.37)
koneény, fekneme, Ze funkce g(z) je kvadraticky mtegrovatelna

Nyni se miizeme vratit zpét k vlastnostem bazovych funkei ¢, (x). Ty tvofi ortogonalni
systém tehdy, pokud plati

(Onlpm) = / or () om(x) da = { 0, kdy% m#n, (n,m=0,1,2,...), (3.38)

20 Cn, kdyz m =n,
kde vSechna disla ¢, jsou kone¢na a nenulova. Pokud navic plati, ze
cop=cr=cC=--+=1,

fekneme, Ze systém bazovych funkci ¢, () je ortonormdlni. Aby byl ortogonélni systém béazo-
vych funkci ¢, (x) Gplny, vyjadieni musi, az na piipadné body nespojitosti, platit pro
libovolnou kvadraticky integrovatelnou funkci f(z) definovanou na intervalu x € (xg, z1).

Nyni zbyva urcit amplitudy a,, ve Fourierové fadé (3.35)). Ty ziskame nasledujicim postu-
pem. Nejprve vyjadiime skalarni sou¢in bazové funkce ¢, (x) s funkei f(z):

wlr) = [ ef@dr= [ [Z amwm(x)] s

o zo

kde jsme zaménili sumacni index n za m. Vzhledem k tomu, zZe s¢itame pres m, mizeme funkci
©F () prenést do sumy. Déle jesté miZzeme zaménit poradi integrace a sumace:

(e}

(enlf) = / [Z O (@) ampm(z )] dz = Z [/mjl 0 (2)ampm () dx} .

m=0
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Nakonec vytkneme amplitudy a,, pred integral jako konstantu:

(ol f) = mim | " ere)enta) e gjoam«onwm»

Protoze plati podminky ortogonality (3.38)), vSechny ¢leny v sumé jsou rovny nule az na ¢len
s m = n, ktery je roven c,. Plati tedy

(pnlf) = ancn.
Toto muzeme provést s kazdou z bazovych funkci ¢, (), tudiz vSechny amplitudy a,, uréime
podle vztaht
W) 1
o, = Enlf) _ —/ i) f(x)dz  (n=0,1,2,...). (3.39)

Cn Cn Jug

A.7 Sinova rada

Nejcastéji pouzivanymi Fourierovymi fadami jsou fady se sinovymi bazovymi funkcemi. Nej-
prve ukazeme, ze bazové funkceﬁ

on(x) = sin(nmz /1) (n=1,2,3,...), (3.40)

tvori ortogondalni systém na intervalu z € (0,1), kde [ > 0. Nyni ovéfime podminku ortogonality
(3.38). Uvédomujeme si pfitom, ze plati % (x) = ¢,(x), nebot vSechny bazové funkce (3.40)
jsou v tomto ptipadé realné. Nejdrive predpokladame, ze m # n:

I
(Pnlm) = /0 sin(nrz /1) sin(mmz /1) de =

sin[(n —m)wx/l]  sin[(n+m)mrz/]]
2(n —m)w/l 2(n+m)r/l

I
=0 (n,m=1,2,3,...).
0

Pro m = n naopak plati:
!

l .

2 [ l
(Pnlen) = /0 sin®(nma /1) dr = g - % =g=or (n=1,2,3,...). (3.41)
Cisla ¢; = ¢y = --- = /2 jsou vskutku kone¢na a nenulové. Systém bazovych funkei (3.40)) je

tedy opravdu ortogonalni.

Priklad vyjadreni konstantni funkce sinovou radou

Pouziti Fourierovy fady se sinovymi bazovymi funkcemi ukadzeme na piikladu, kdy chceme
vyjadrit konstatni funkci

f(x) = fo (3.42)
na intervalu x € (0,[). Vime, ze amplitudy a,, obecné Fourierovy fady (3.35) ziskdme pomoci
vztaht (3.39)), tj. v tomto pfipadé

x1 l
a, = %/IO or(x)f(z)de = %/0 sin(nrz/l) fodzr =

L2
0 nim

_ _2focos(nmz/l)

I nn/i 1-(=D"  (n=123,...).

6Clen s n = 0 vynechavame, jelikoz v tomto piipadé oo (x) = 0.
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Vidime, ze pokud je n sudé, amplituda a,, je rovna nule, tedy

4fo
L =1,3,5,...), 43
= (n ) (3.43)
a, =0 (n=2,4,6,...). (3.44)

Hodnoty prvnich 10 amplitud a,, jsou vyneseny do grafu na obr. [3.8] Vidime, Ze sudé amplitudy
jsou rovny nule a liché amplitudy se s rostoucim n limitné blizi nule. Znamena to, ze kazdy
dalsi c¢len Fourierovy fady predstavuje stale mensi prispévek k celkovému vysledku a tedy
rikame, ze Fourierova fada konverguje.

3f,2 4
0 T
°
fo
f0/2 /.\
s o o
0 o— —e : - : - o—> 1
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Obrazek 3.8: Hodnoty prvnich 10 amplitud a, podle 1 a 1)
Funkci (3.42)) tedy muzeme vyjadfit pomoci Fourierovy fady:
flx) = fo= Zanwn(l’) = a1p1(7) + azps(@) + asps () + -+ - =
n=1
_4fo 4fo . 4fo .
= sin(mx /1) + 3 sin(3mz/l) + T sin(brz/l) + ... . (3.45)

Na obr. je ukazano postupné pricitani prvnich 4 nenulovych ¢lenti této Fourierovy trady.
Je ziejmé, ze prictenim dalsich ¢lent se bude konec¢na fada stale vice blizit konstantni funkci
f(z) = fo. Celd nekonecna rada potom bude bude zcela pfesné rovna vyjadiené funkci.

Avsak vSechny zvolené bazové funkce ¢, (x) = sin(nnz/l) nabyvaji nuly, kdyzx = 0az = [.
Ve Fourierové radeé tedy neexistuje c¢len, ktery by mohl vyslednou nulovou hodnotu
v téchto krajnich bodech zvratit. Proto fikame, ze vztah plati pouze na otevieném
intervalu = € (0,1). Tato skute¢nost je ukdzana na obr. vlevo. Vidime, Ze zatimco uvnitf
intervalu uz soucet prvnich 4 nenulovych ¢lentt Fourierovy fady (pferusované zelend kiivka)
,docela dobte“ vystihuje fadu celou (plna ¢ernd tusecka), u krajnich bodt x = 0 a z = [
je aproximace zatim nedostacujici. Rikame, Ze mimo krajni body Fourierova fada konverguje
rychle, zatimco v jejich blizkosti konverguje pomalu. V krajnich bodech nekonverguje vibec.
Z toho divodu nékdy byva vyhodné vyuzit jiného systému bazovych funkci, jak uvidime
v dalsim odstavci.

Rekli jsme sice, Ze funkce f(x) = fy je definovana pouze na intervalu x € (0, 1) a Fourierova
fada (3.45)) je s ni az na krajni body plné totozna. Avsak samotné bazové funkce ¢,(z) =
sin(nmx/l) jsou definovany na celém intervalu x € (—oo,00). Jaky mé tedy Fourierova fada
pribéh mimo tento interval? Podle funkei sin(nmz/l) mtizeme odhadnout, ze bude periodicka
s periodou 2[ a jeji graf bude na intervalu x € (0, 2l) antisymetricky vzhledem k = = [. Graf
Fourierovy fady mimo interval z € (0,1) je ukdzan na obr. vpravo.
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Obrazek 3.9: Grafy souctfi prvnich 4 nenulovych ¢lenti Fourierovy fady (3.45) (silné cerné
kiivky). Vlevo nahofe: prvni ¢len ajpi(x), vpravo nahote: aypi(x) + asps(z), vlevo dole:
a1p1(x) + azps(x) + asps(x) a vpravo dole: a1 () + azps(z) + asps(r) + arpr(z).

Priklad vyjadreni linearni funkce sinovou fadou

Vyjadiime pomoci Fourierovy fady sinovych bazovych funkei (3.40) na intervalu z € (0,1)
linearni funkci

f(z) = Kz, (3.46)

kde K je konstanta. Amplitudy a, budou poodle vztahu (3.39) nasledujici

1 [ 2 [
a, = c_/ or(x)f(z)de = 7/ sin(nrz/l) Kz de =
n Jxg 0

l
2K
=) m=1,2,3,...).

nm

_ %sin(mm/l) — (nmx /1) cos(nmx /1)
l (I

0

Znaménka u amplitud pro jednotliva n se tedy budou postupné stridat:

2K1
.= =t —1,3,5,...), 3.47
w=22 ) (3.47
2K1
ap, = —— (n=2,4,6,...). (3.48)

nm
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Obrazek 3.10: Vlevo: Vztah (3.45)) plati pouze na intervalu = € (0,1), nebot ¢, (0) = ¢, (1) =0
pro v8echna n. Vpravo: Graf Fourierovy fady (3.45]) mimo interval € (0, ) znédzornény Sedymi
obdélniky v obou obrazcich.

V grafu na obr. jsou vyneseny hodnoty prvnich 10 amplitud a,,. Znaménka u sudych a
lichych amplitud se stiidaji, ale a, se s rostoucim n limitné blizi nule. Fourierova fada tedy

opét konverguje.

uan
Kl
Kip2 n
. . t
i
K12 i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obréazek 3.11: Hodnoty prvnich 10 amplitud a,, podle 1 a 1)

Funkci (3.42)) tedy mizeme vyjadiit pomoci Fourierovy fady takto:

f(x) = Kz = Zangon(x) = a1p1(7) + aspa(x) + azps(x) + - =
= QTKZ sin(mx /1) — 22—[;1 sin(2rz /1) + 23—[7? sin(3rz/l) — ... . (3.49)

Na obr. [3.12] je ukdzéno, jak se postupné pfi¢itaji prvni 4 ¢leny této fady. Je zfejmé, ze
pridanim dalSich ¢lenti se bude konefné fada stale vice blizit linearni funkci f(x) = Kz, az
s ni celad nekonecna tada (3.49)) splyne.

Protoze funkce f(x) = Kz nabyva nuly, kdyz = = 0, i libovolny koneény soucet ¢lent
Fourierovy rady ji v tomto bodé odpovida zcela presné. Avsak v bodé = = [ se funkce
f(z) od Fourierovy rady lisi, nebot vSechny zvolené bazové funkce ¢, (x) = sin(nmx/l) nabyvaji
nuly, kdyz z = [. Toto je ukdzadno na obr. |3.13| vlevo. Mizeme tedy Fici, Ze ve srovnani
s pfedchozim pfikladem nyni Fourierova fada konverguje rychle i v blizkosti levého krajniho
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a, ()

ay ()

Kl .

Kl .

ay p1(T)+aypy(T)+az ()
\
/
ay 01(T)+ay o(T)+azpz(T)+ay,p,(z)
\

Obrazek 3.12: Grafy souctt prvnich ¢lentt Fourierovy fady (3.49)) (silné ¢erné kiivky). Vlevo
nahote: prvni ¢len a;¢(x), vpravo nahote: ay¢;1(x) + azps (), vlevo dole: ayp(x) + agpe(x) +
azps(z) a vpravo dole: ajp1(x) + aspa () + asps(z) + agps().

bodu z = 0 narozdil od okoli pravého krajniho bodu x = [, kde konverguje pomalu. Pfimo
v bodé x = [ opét nekonverguje viibec.

Graf Fourierovy fady mimo interval z € (0,1) je ukadzan na obr. vpravo. Pribéh
je opét periodicky s periodou 2! a na intervalu x € (0, 2l) je antisymetricky vzhledem k z = .

A.8 Kosinova rada

Zaméfime se nyni na Fourierovu fadu (3.35)) s kosinovymi bazovymi funkcemi
on(x) = cos(nmz/l) (n=0,1,2,3,...). (3.50)

Je zfejmé, Ze pro n = 0 specialné plati: pg(x) = 1. UkdZeme, Ze i tyto bazové funkce tvoii
ortogonalni systém na intervalu x € (0,1), kde [ > 0. Podminka ortogonality (3.38) stanovuje,
ze skalarni soucin (@, |pm) pro m # n je roven nule. Nejprve

(wolom) = /o cos(mmz/l)dz = W i =0 (m=1,2,3,...)
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Obrazek 3.13: Vlevo: Vztah (3.49)) plati pouze na intervalu = € (0,1), nebot ¢,,(0) = ¢, (I) =0
pro vSechna n. Vpravo: Graf Fourierovy fady (3.49) mimo interval z € (0, [) znédzornény Sedymi
obdélniky v obou obrézcich.

a déale

!
(©nlem) Z/OCos(nﬂx/l)cos(mwx/l)dx:

sin [(n — m)wz/I] N sin [(n +m)mx /]
2(n —m)m/l 2(n+m)r/l

l

=0 (n,m=1,2,3,...).
0

Pro m = n zase plati:

l
{oleo) :/O dz =1=c (3.51)

L

x  sin(2nma/l)
T2

l
<90n|90n> = /0 0052(n7rx/l) dox = 5 + 4n7T/l

= ¢, (n=1,2,3,...). (3.52)
0

Cislacy =1l ac, =cy=---=1/2 jsou opét konecna a nenulova. Mitizeme tedy fici, Ze systém
bazovych funkci (3.56)) je zase ortogonalni.

Priklad vyjadfeni exponencialni funkce kosinovou fadou

Pomoci Fourierovy fady (3.35)) s kosinovymi bazovymi funkcemi (3.56)) chceme vyjadfit expo-
nencialni funkci

f(x) = foexp(—2z/1) (3.53)
na intervalu x € (0,). Amplituda ay Fourierovy fady vyjde podle vztahu (3.39)) nésledovné:

T - : —e
L T e

Co Jxg 0

(3.54)
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Zbylé amplitudy a,, potom nalezneme takto:

1 l
an, = i/m or(x)f(z)de = %/0 cos(nmz/l) foexp(—2z/1) dx =

2fo (nw /1) sin(nmz /1) — (2/1) cos(nrz /1) | B
= Texp(—Zx/l) (12 T (21 =
_Afoll = (=1)re

T (n=1,2,3,...). (3.55)

Obr. ukazuje hodnoty prvnich 11 amplitud a,, jeZ se s rostoucim n limitné blizi nule, a
tudiz Fourierova fada konverguje.

? a‘n
0 |

e

— ¢
L — ] |
3 4 5 6 7

!
2

co®
©

10

Obrazek 3.14: Hodnoty prvnich 10 amplitud a,, podle ‘} a 1.

Funkci (3.53) nakonec vyjadiime pomoci Fourierovy fady (3.35) s kosinovymi bazovymi
funkcemi ([3.56)) nasledujicim zptisobem:

f(x) = foexp(—2z/l) = Zangon(x) = g + a101 () + agpe(x) + asps(x) +--- =

= fol ; ) + 4f07g_—:__z_2) cos(mx/l) + %11_2) cos(2mz /1) +
—4@53212_2) cos(3mr/l) + ... (3:56)

Na obr. je zobrazeno postupné pri¢itani prvnich 4 ¢lend Fourierovy fady (3.56).
Pti¢tenim dalsich ¢lentt se bude koneéné fada stéle vice blizit exponencidlni funkei f(z) =
foexp(—2x/1). Cela nekonecnd fada potom bude bude pfimo rovna vyjadrené funkci.

Nyni bazové funkce ¢, (z) = cos(nmz/l) zpisobuji, Ze Fourierova fada konverguje rychle ve
v8ech bodech intervalu = € (0,1). Vidime, Ze jiz prvni ¢tyfi ¢leny vystihuji funkei f(x) ,velmi
dobte“. Toto se dé€je dokonce i véetné okoli krajnich bodti x = 0 a = [ na rozdil od sinové
fady, viz str. Avsak ted pro zménu musime mit na paméti, Zze vzhledem k nulové derivaci
kosinovych bazovych funkci v krajnich bodech i vysledna Fourierova fada bude mit v téchto
bodech nulové derivace a nebude zde tudiz rovna derivaci funkce .

Jaky mé nyni Fourierova fada pribéh mimo interval « € (0,1)? Bazové funkce cos(nmz/l)
nam naznacuji, ze bude opét periodickd s periodou 2/, ale nyni jeji graf bude na intervalu
x € (0,2l) symetricky vzhledem k x = [. Graf Fourierovy fady mimo interval z € (0, 1)
je ukdzan na obr. [3.16| vpravo.
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Obrazek 3.15: Grafy souc¢tii prvnich nenulovych ¢lentt Fourierovy fady (3.56) (silné cerné
kiivky). Vlevo nahote: prvni ¢len agpo(z), vpravo nahore: ag + aypi(z), vlevo dole: ay +
a1p1(x) + asps(x) a vpravo dole: ag + a1p1(x) + asps(x) + agps(z).

A.9 Kosino-sinova rada

Z predchoziho textu plyne, Ze rozsirenim definiéniho oboru Fourierovych fad mimo interval x €
(0, 1) mizeme znaéné navysit jejich vyuziti. Stejny soubor amplitud totiz plati jak pro funkce
definované v ptivodnim intervalu, tak i pro periodické funkce definované mimo dany interval ale
majici jesté dalsi vlastnosti. Témito vlastnostmi jsou predevsim to, Ze jsou vzhledem ke stredu
intervalu = € (0, 2l) bud antisymetrické (sinova fada, viz obr. a obr. vpravo), anebo
symetrické (kosinova fada, viz obr. vpravo). Jinymi slovy feceno: pomoci uvedenych fad
muzeme vyjadiit nejen samotné funkce f(z) na uvedeném intervalu, ale i jejich antisymetricka
¢i symetricka periodicka rozsireni.

Nyni se zaméfime na fadu, pomoci niz mtizeme vyjadrit libovolnou funkei f(x) periodickou
na intervalu = € (0,1) bez dalsich pozadavki. Pro tento el bychom mohli vyuzit popsané
sinové i kosinové fady. Vlastnost periodicity na uvedeném intervalu vsak stanovuje, ze se
v argumentu obou goniometrickych funkci objevi navic faktor 2, proto jednotlivé bazové funkce
predpokladame ve tvaru:

©10(2) = cos(2nmx/l), @on(x) =sin(2nrz/l) (n=0,1,2,3,...), (3.57)

kde specidlné ¢; o(x) = 1 a @oo(x) = 0 (tuto funkci jiz budeme nadale vynechévat). Funkci
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Obrazek 3.16: Vlevo: Vztah (3.56) plati na celém intervalu = € (0,1) véetné jeho krajnich
bodt x = 0 a = [. Vpravo: Graf Fourierovy fady (3.56)) mimo interval z € (0,!) zndzornény
Sedymi obdélniky v obou obrazcich.

f(z) tedy budeme vyjadfovat pomoci Fourierovy fady (3.35))

f(x) =aio+ Z [a1,, cos(2nmx /1) + ag, sin(2nmz /)], (3.58)

n=1

kde a;,, a as, jsou amplitudy. Nyni se pfesvédéime, ze bazové funkee (3.69)) tvoii ortogonalni
systém podle podminek (3.38)). Nejprve m # n:
I

! sin(2mmx /1

(p10lP1m) = /0 cos(2mmz/l)dx = (QT/Z/) ) =0 (m=1,2,3,...),
! 9 l

(©1,0lp2.m) = /0 sin(2mmzx/l)dz = — %ﬂﬁ/ﬁ;/l) ) =0 (m=1,2,3,...)

a dale

!
(O1nlP1m) = / cos(2nmz /1) cos(2mmz /1) de =
0

_ sin 2(n —m)rz/l]  sin[2(n+m)rz/l]
4(n —m)w/l 4(n+m)m/l

!
(Pan|P2m) = / sin(2nmx /1) sin(2mnrx/l) de =
0

_ sin 2(n —m)mz/l]  sin[2(n + m)mz/]]
4(n —m)m/l 4(n+m)r/l

I
(O1n]P2.m) = / cos(2nmz /1) sin(2mmz /1) dx =
0

_ cos 2(n —m)mx/l]  cos[2(n +m)mz/l]
4(n —m)7/l 4(n+m)m/l

l

=0 (n,m=1,2,3,...),
0

l

=0 (n,m=1,2,3,...),
0

l

=0 (n,m=1,2,3,...).
0

Pro m = n naopak plati:

l
(p10le10) = / de =1=cp (3.59)
0
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a
l . !
dnmx/l) [
Wlorn) = 2(onma /) do = & 4 SRURTEOE L 95 (360
(pralora) = [ cotumayde = 5+ ST = —cn=12.3,.) (360
l . l
4 l l
(panlpant = [ sitenmaft) s = 5 - =) === L2536
Cisla cop=laciy=co="-=Cy =2 =---=1/2 jsou konetnd a nenulova a systém

bazovych funkei (3.69) je tudiz opét ortogonalni. Pro amplitudu a; o v (3.58)) tedy podle podle
vztahu (3.39)) plati
alo—_/ 9010 / flz (3.62)

a dale pro ostatni amplitudy a;, a ag,

1 1 ) l

aypy = — 1 n(T)f 7/ cos(2nmz/l) f(x) dx (n=1,2,3,...), (3.63)
Clvn xo 0
1 1 9 l

agn = —— V() f 7/ sin(2nmx /1) f(z) dx (n=1,2,3,...). (3.64)
C2vn xo 0

Priklad vyjadieni kvadratické funkce kosino-sinovou fadou

Pomoci Fourierovy fady (3.58]) s kosinovymi a sinovymi bézovymi funkcemi (3.69)) vyjadiime
na intervalu x € (0,!) kvadratickou funkci

fz) = Ca?, (3.65)

kde C je konstanta. Amplituda a; o bude podle vztahu (3.62) nasledujici:

1 Rer e
Uzitim (3.63) a (3.64) ostatni amplitudy a;,, a as, vyjdou takto:
2 [ )
Qp = 7 cos(2nmx/1)Ca” dx =
0
20 [(2nm/1)*a* — 2] sin(2n7a /1) + 2(2nm /1) cos(2nma /1) :
o (2nm/1)3 0
Cl?
(7L7T)2 (n ) 737 ) (3 67)
a
2 . )
Qz2n = 7 sin(2nmz/1)Cx* da =
0
_ 2C[2 = (2n7/1)*x*] cos(2nma /1) + 2(2n7 /1)x sin(2nma /1) :
o (2n7/1)3 0
Cl?
= =" (n=1,2,3,...). (3.68)

nm
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Obrézek 3.17: Hodnoty prvnich 21 amplitud a;,, (¢erné kruhy) a ay,, (¢ervené ¢tverce) podle
(3.66), (3.67) a (3.68).

Obr. [3.17) ukazuje hodnoty prvnich 21 amplitud ai, a as,. Jejich limita je pii n — oo
rovna nule, avSak as, se blizi k nule pomaleji nez a;,. Zhruba od n = 3 budou ve Fourierové
fadé jiz prevladat pouze sinové bazové funkce y,,(z) = sin(2nmz /1), zatimco kosinové bazové
funkce 1, (z) = cos(2nmz /1) budou zanedbatelné.

Funkce (3.65)) nakonec bude vyjadiena pomoci Fourierovy fady se sinovymi a kosinovymi
bazovymi funkcemi nasledujicim zptsobem:

fl@) = Ca® =a10+ Y _ [01001n(2) + a2,0P20(2)] = a1 + ar1p1.1 (2) +
n=1
+ a21921(T) + a12012(x) + azop22() + a1 301 3(x) + azszpas(x) - =
crr P cr . Cr?
=5 + — cos(2mx/l) — — sin(2rz /1) + = cos(dmx /1) —
2 2 2

cr . Cl cr .
~ 5 sin(4rx/l) + o2 cos(6mz/l) — r sin(6rx/l) + ... . (3.69)

Na obr. je zobrazeno postupné pric¢itani 6 clenti Fourierovy rady . Konecna rada
se bude pri¢tenim dalsich ¢lent stéle vice bliZzit kvadratické funkci f(z) = Cz?. Cela nekone¢na
fada potom bude, az na krajni body x = 0 a x = [, pfimo rovna dané funkci, jak ukazuje
obr. 3.1§ vlevo.

Amplitudy @, u kosinovych bazovych funkei ¢y, (x) = cos(2nmz/l) konverguji k nule
rychleji nez amplitudy as, u sinovych bazovych funkei ¢, (z) = sin(2nmwz/l). Na obr. 3.19
vpravo dole vidime, Ze jiz ,kosinovy“ ¢len a; 21 2(x) podstatné méné piispiva do vysledné Fou-
rierovy fady neZ ,sinovy“ ¢len agapao(r). Clen ay 3¢1 3() jsme v poslednim obrazku vpravo
dole vynechali.

Jak jsme pozadovali, Fourierova fada se sinovymi a kosinovymi bazovymi funkcemi je mimo
interval = € (0,1) periodickou funkei, jak je ukdzano na obr. Vpravo.

A.10 Exponencialni rada

Kosino-sinovou fadou se mutzeme inspirovat pii hledani baze, kterda by vytvorila Fourierovu
fadu pro vyjadifeni komplexnich funkci. Namisto amplitud a; spolu s a1, a as, obecné
riznych pro kazdé n = 1,2,... zavedeme nové obecné komplexni amplitudy ag, a,, a a_,, pro
kazdé n. Pro né plati, Ze a1 = ao a dale a1, = a, + a_, a as, = i(a, — a_,) pro vSechna
n. Prechazime tedy od starého souboru amplitud k novému, ,stejné velkému“ﬂ Ukéazeme, ze

"Zaroveii si viimame toho, Ze, pokud by byla funkce f(z) realna, byly by i ptivodni amplitudy a1, a az,,
realné, a proto by muselo platit a,, = a*,,, tzn. nové amplitudy a,, a a_,, by byly pro vSechna n, vyjma ag,
navzajem komplexné sdruzené.
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Obrazek 3.18: Vlevo: Vztah (3.69) plati na celém intervalu =z € (0,[) vyjma jeho krajnich
bodi x = 0 a x = [. Vpravo: Graf Fourierovy fady (3.56)) mimo interval = € (0,[) zndzornény
sedymi obdélniky v obou obrazcich.

takto vzniklé bazové funkce

po(z) = 1,
O1n(z) = exp(£2inmz/l) (n=1,2,3,...), (3.70)

tvoii ortogondalni systém na intervalu x € (—1/2;1/2). Uvédomujeme si pfitom, ze v disledku
toho, Ze bazové funkce jsou komplexni, nyni plati ¢}, (z) = exp(F2inmz/l) = @zn(x).
Jako obvykle za¢neme s m # n, pficemz mtzeme do nasledujicich vypoctt zahrnout i bazové
funkce s n = 0, nebot py(z) = 1 = exp(0):

1/2 1/2
{(pan|ptm) = / exp(F2inmx/l) exp(+2imnx/l) de = / exp[+2i(m — n)rz/l] dz =
=l/2 —1/2
. /2
exp|2i(m — n)rz /1] |
= . =0 (n,m=0,1,2,3,...).
£2i(m —n)r/l |,

Pro m = n potom plati:

1/2
(Ptn|ptn) = / exp(F2inmz/l) exp(X2inmz/l)dx =

—1/2
1/2
:/ dz =1=cy, (n=0,1,2,3,...). (3.71)
—1/2
Cisla ¢y = c11 = c49 = ci3 = - - - = | jsou kone¢n a nenulové, a proto systém bazovych funkei

(3.70) je ortogonalni.

Libovolnou komplexni funkci f(x) redlné proménné x tedy lze na intervalu = € (—1/2;1/2)
vyjadiit pomoci Fourierovy fady (|3.35))

flz) = Z as exp(2isma /1), (3.72)

S§=—00

kde as jsou obecné komplexni amplitudy, které ziskdme pomoci vztaht (3.39)), jez maji nyni
tvar

. 1 (2
o — (sl f) _ . () exp(—2isma /1) da (s=...,-2,-1,0,1,2,...).  (3.73)
Cs —1/2
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Obrazek 3.19: Grafy soucti 6 ¢lent Fourierovy fady 1} (silné ¢erné kiivky).



