
Teoretická mechanika – užitečné vzorce
(http://www.physics.muni.cz/~tomtyc/vzorce-mech.pdf)

• Úplná časová derivace veličiny A (např. teploty nebo složky rychlosti), která závisí na čase i
na prostorových souřadnicích:

dA(x, y, z, t)
dt

=
∂A

∂t
+
∂A

∂x

dx
dt

+
∂A

∂y

dy
dt

+
∂A

∂z

dz
dt

=
∂A

∂t
+ ẋ

∂A

∂x
+ ẏ

∂A

∂y
+ ż

∂A

∂z

=
∂A

∂t
+ (~̇r · ∇)A

• Gradient skalární veličiny

Kartézské souřadnice:

gradU =

(
∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z

)
Válcové souřadnice:

gradU =

(
∂U

∂r
,
1
r

∂U

∂ϕ
,
∂U

∂z

)
Sférické souřadnice (pořadí složek je r, θ, ϕ):

gradU =

(
∂U

∂r
,

1
r

∂U

∂θ
,

1
r sin θ

∂U

∂ϕ

)
• Divergence vektorové veličiny

Kartézské souřadnice:

div v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

Válcové souřadnice:

div v =
1
r

∂(rvr)
∂r

+
1
r

∂vϕ
∂ϕ

+
∂vz
∂z

Sférické souřadnice:

div v =
1
r2
∂(r2vr)
∂r

+
1

r sin θ
∂(sin θvθ)

∂θ
+

1
r sin θ

∂vϕ
∂ϕ

• Rotace vektorové veličiny

Kartézské souřadnice:

rotv =

(
∂vz
∂y
− ∂vy

∂z
,
∂vx
∂z
− ∂vz
∂x

,
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
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Válcové souřadnice:

rotv =

(
1
r

∂vz
∂ϕ
− ∂vϕ

∂z
,
∂vr
∂z
− ∂vz

∂r
,

1
r

∂(rvϕ)
∂r

− 1
r

∂vr
∂ϕ

)
Sférické souřadnice (pořadí složek je r, θ, ϕ):

rotv =

(
1

r sin θ

[
∂(sin θvϕ)

∂θ
− ∂vθ
∂ϕ

]
,

1
sin θ

∂vr
∂ϕ
− 1
r

∂(rvϕ)
∂r

,
1
r

∂(rvθ)
∂r

− 1
r

∂vr
∂θ

)
• Tenzor deformace vyjádřený pomocí vektoru posunutí u = (ux, uy, uz)

Kartézské souřadnice:

εxx =
∂ux
∂x

, εyy =
∂uy
∂y

, εzz =
∂uz
∂z

εxy =
1
2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
, εyz =

1
2

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
, εxz =

1
2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
Válcové souřadnice:

εrr =
∂ur
∂r

, εϕϕ =
1
r

∂uϕ
∂ϕ

+
ur
r
, εzz =

∂uz
∂z

2εϕz =
1
r

∂uz
∂ϕ

+
∂uϕ
∂z

, 2εrz =
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

, 2εrϕ =
∂uϕ
∂r
− uϕ

r
+

1
r

∂ur
∂ϕ

Sférické souřadnice:

εrr =
∂ur
∂r

, εθθ =
1
r

∂uθ
∂θ

+
ur
r
, εϕϕ =

1
r sin θ

∂uϕ
∂ϕ

+
uθ
r

cot θ +
ur
r
,

2εθϕ =
1
r

(
∂uϕ
∂θ
− uϕ cot θ

)
+

1
r sin θ

∂uθ
∂ϕ

, 2εrθ =
∂uθ
∂r
−uθ
r

+
1
r

∂ur
∂θ

, 2εrϕ =
1

r sin θ
∂ur
∂ϕ

+
∂uϕ
∂r
−uϕ
r

• Identity pro vektorová pole

(v · ∇)v =
1
2

grad v2 − v × rotv

∆v = grad div v − rot rotv

rot gradϕ = 0

div rotv = 0

• Rovnice rovnováhy izotropního tělesa

grad divu− 1− 2σ
2(1− σ)

rot rotu = −(1 + σ)(1− 2σ)
E(1− σ)

f

kde u je vektor posunutí při deformaci a f je objemová hustota objemových sil.
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Diferenciální operace v kartézských, cylindrických a sférických souřadnicích

Gradient skalární funkce

∇f(x, y, z) =
∂f

∂x
~ex +

∂f

∂y
~ey +

∂f

∂z
~ez

∇f(%, ϕ, z) =
∂f

∂%
~e% +

1
%

∂f

∂ϕ
~eϕ +

∂f

∂z
~ez

∇f(%, ϑ, ϕ) =
∂f

∂%
~e% +

1
%

∂f

∂ϑ
~eϑ +

1
% sinϑ

∂f

∂ϕ
~eϕ

Divergence vektorové funkce

~∇ · ~A(x, y, z) =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

~∇ · ~A(%, ϕ, z) =
1
%

∂

∂%
(%A%) +

1
%

∂Aϕ

∂ϕ
+

∂Az

∂z

~∇ · ~A(%, ϑ, ϕ) =
1
%2

∂

∂%
(%2A%) +

1
% sinϑ

∂

∂ϑ
(sinϑAϑ) +

1
% sinϑ

∂Aϕ

∂ϕ

Rotace vektorové funkce

~∇× ~A(x, y, z) =

[
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

]
~ex +

[
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

]
~ey +

[
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

]
~ez

~∇× ~A(%, ϕ, z) =

[
1
%

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

]
~e% +

[
∂A%

∂z
− ∂Az

∂%

]
~eϕ +

1
%

[
∂

∂%
(%Aϕ)−

∂A%

∂ϕ

]
~ez

~∇× ~A(%, ϑ, ϕ) =
1

% sinϑ

[
∂

∂ϑ
(sinϑAϕ)−

∂Aϑ

∂ϕ

]
~e% +

1
%

[
1
sinϑ

∂A%

∂ϕ
− ∂

∂%
(%Aϕ)

]
~eϑ+

+
1
%

[
∂

∂%
(%Aϑ)−

∂A%

∂ϑ

]
~eϕ

Laplacián skalární funkce

∆f(x, y, z) =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

∆f(%, ϕ, z) =
1
%

∂

∂%

(
%
∂f

∂%

)
+
1
%2

∂2f

∂ϕ2
+

∂2f

∂z2

∆f(%, ϑ, ϕ) =
1
%2

∂

∂%

(
%2

∂f

∂%

)
+

1
%2 sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂f

∂ϑ

)
+

1
%2 sin2 ϑ

∂2f

∂ϕ2

Laplacián vektorové funkce

∆ ~A(x, y, z) = ∆Ax ~ex +∆Ay ~ey +∆Az ~ez

∆ ~A(%, ϕ, z) =

(
∆A% −

A%

%2
− 2

%2
∂Aϕ

∂ϕ

)
~e% +

(
∆Aϕ −

Aϕ

%2
+
2
%2

∂A%

∂ϕ

)
~eϕ +∆Az ~ez

∆ ~A(%, ϑ, ϕ) =

[
∆A− %− 2A%

%2
− 2

%2 sinϑ

∂

∂ϑ
(sinϑAϑ)−

2
%2 sinϑ

∂Aϕ

∂ϕ

]
~e%+

+

[
∆Aϑ −

Aϑ

%2 sin2 ϑ
+
2
%2

∂A%

∂ϑ
− 2 cosϑ

%2 sin2 ϑ

∂Aϕ

∂ϕ

]
~eϑ+

+

[
∆Aϕ −

Aϕ

%2 sin2 ϑ
+

2
%2 sinϑ

∂A%

∂ϕ
+
2 cosϑ

%2 sin2 ϑ

∂Aϑ

∂ϕ

]
~eϕ



(�⃗� ∙ ∇)�⃗� v cylindrických souřadnicích. 

Složka ve směru 𝑟 
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Složka ve směru 𝜑 
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Složka ve směru 𝑧 
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